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EXERCICE 1 6 points
Commun a tous les candidats

Partie A - Restitution organisée de connaissances:

Soit a et b deux réels tels que a < b et f et g deux fonctions continues sur I'intervalle
[a; b]. On suppose connus les résultats suivants :

b b b
. f [f(t)+g(D)] dtzf f(t)dt+f g(nde.
a a a

b
e Sipourtout t€la; b], f(t)}Oalorsf fde>=o.
a

b b
Montrer que : si pour tout f € [a; b], f(1) < g(1) alorsf f(t)dtgf g(ndr.
a a

Partie B

Soit n un entier naturel non nul. On appelle f;, la fonction définie sur [0; +oo par
fr(x) =In(1+x")

1
eton pose I, = f In(1+x")dx.
0
On note %, la courbe représentative de f;, dans un repére orthonormal (O, 1, ] )

1. a. Déterminer la limite de fi en +oo.
b. Ftudier les variations de fisur [0; +ool.

c. Al'aide d’une intégration par parties, calculer I; et interpréter graphi-
quement le résultat.

(Pour le calcul de I; on pourra utiliser le résultat suivant :

X 1
ourtoutxe[0; 1], —=1—-——
P [ ! x+1 x+1)

2. a. Montrer que pour tout entier naturel non nul 7, ona 0 < I,, <In2.
b. Etudier les variations de la suite (I,,)
c. En déduire que la suite (I,,) est convergente.

3. Soit g la fonction définie sur [0 ; +oo[ par

g(x)=In(1+x) - x.

a. Etudier le sens de variation de gsur [0; +ool.

b. En déduire le signe de g sur [0 ; +oo[. Montrer alors que pour tout entier
naturel n non nul, et pour tout x réel positif, on a

In(1+x") < x™

c. En déduire la limite de la suite (I,).

EXERCICE 2 5 points
Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

Lespace est muni d'un repere orthonormal (O, 7, T, F)

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse et donner
une dé monstration de la réponse choisie. Dans le cas d’'une proposition fausse, la
démonstration pourra consister a fournir un contre-exemple.
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X = t+2
1. La droite de représentation paramétrique { y = -2¢f , te€R est paral-
z = 3t-1

léle au plan dont une équation cartésienne est: x+2y+z—-3 =0.

2. Lesplans P, P!, P" d’équations respectives x—2y+3z=3, 2x+3y—-2z=6et
4x—y+4z =12 n'ont pas de point commun.
3. Les droites de représentations paramétriques respectives
x = 2-3t x = 742u
y 1+t ,teRets y 2+2u , u€Rsontsécantes.
z -3+2¢ z = —-6-u

4. On considere les points :
A, de coordonnées (-1 ; 0; 2), B, de coordonnées (1 ; 4 ; 0), et C, de coordon-
nées (3; —4; —2).
Le plan (ABC) a pour équation x+z = 1.

5. On considere les points :
A, de coordonnées (—1; 1; 3), B, de coordonnées (2 ; 1 ; 0), et C, de coordon-
nées (4; —1; 5).
On peut écrire C comme barycentre des points A et B.

EXERCICE 2 5 points
Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité

Les parties A et B peuvent, dans leur quasi-totalité, étre traitées de facon indépen-
dante.

Partie A

Dans cette partie, on se propose d’étudier des couples (a, b) d’entiers strictement
positifs, tels que :

a?=b
Soit (a, b) un tel couple et d = PGCD(a, b).Onnote u et v les entiers tels que a = du
etb=dv.

1. Montrer que u? = dv®.

2. En déduire que v divise u, puis que v =1.

3. Soit (a, b) un couple d’entiers strictement positifs.
Démontrer que 'on a a? = b si et seulement si a et b sont respectivement le
cube et le carré d'un méme entier.

4. Dans cette question, toute trace de recherche, méme incomplete, ou d'initiative
méme non fructueuse. sera prise en compte dans l'évaluation.

Montrer que si n est le carré d'un nombre entier naturel et le cube d'un autre
entier, alors n=0 [7Joun=1 [7].

Partie B

—_— — —
Dans I'’espace muni d’'un repere orthonormal (O, 1,1,k ), on considere la surface
S d’équation x? x y? = 2.

Pour tout réel A, on note %) la section de S par le plan d’équation z = A.
1. Les graphiques suivants donnent I'allure de 6 tracée dans le plan d’équation
z =\, selon le signe de A.

Attribuer a chaque graphique I'un des trois cas suivants : 1 <0, A =0,1>0, et
justifier I'allure de chaque courbe.

Pondichéry 4 21 avril 2010
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(pas de courbe visible)

e
L

graphique 1 graphique 2 graphique 3
2. a. Déterminer le nombre de points de %6»5 dont les coordonnées sont des
nombres entiers strictement positifs.
b. Pour cette question, on pourra éventuellement s'aider de la question 3 de
la partie A.
Déterminer le nombre de points de 6»¢10 dont les coordonnées sont des
nombres entiers strictement positifs
EXERCICE 3 5 points

Commun a tous les candidats

Une urne contient 10 boules blanches et n boules rouges, n étant un entier naturel
supérieur ou égal a 2. On fait tirer a un joueur des boules de I'urne. A chaque tirage,
toutes les boules ont la méme probabilité d’étre tirées. Pour chaque boule blanche
tirée, il gagne 2 euros et pour chaque boule rouge tirée, il perd 3 euros.

On désigne par X la variable aléatoire correspondant au gain algébrique obtenu par

le joueur.

Les trois questions de l'exercice sont indépendantes.

1. Lejoueur tire deux fois successivement et sans remise une boule de I'urne.

a.

b.

d.

_ 20n

S (n+10)(n+9)’

Calculer, en fonction de 7 la probabilité correspondant aux deux autres
valeurs prises par la variable X.

Démontrer que: P(X = -1)

. Vérifier que I'espérance mathématique de la variable aléatoire X vaut :

—6n2—14n+360

E(X) =
(n+10)(n+9)

Déterminer les valeurs de n pour lesquelles I'espérance mathématique
est strictement positive.

2. Lejoueur tire 20 fois successivement et avec remise une boule de 'urne. Les ti-
rages sont indépendants. Déterminer la valeur minimale de I'entier n afin que
la probabilité d’obtenir au moins une boule rouge au cours de ces 20 tirages
soit strictement supérieure a 0,999.

3. Onsuppose que n = 1000. Lurne contient donc 10 boules blanches et 1 000 boules

rouges.

Le joueur ne sait pas que le jeu lui est complétement défavorable et décide d’
effectuer plusieurs tirages sans remise jusqu’a obtenir une boule blanche.

Le nombre de boules blanches étant faible devant celui des boules rouges, on
admet que I'on peut modéliser le nombre de tirages nécessaires pour obtenir
une boule blanche par une variable aléatoire Z suivant la loi :

k
pour tout keN, p(Z < k)= f 0,01e_°’°1x dx.
0

On répondra donc aux questions suivantes a 'aide de ce modele.

Pondichéry

5 21 avril 2010
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a. Calculer la probabilité que le joueur ait besoin de tirer au plus 50 boules
pour avoir une boule blanche, soit P(Z < 50).

b. Calculer la probabilité conditionnelle de I'événement : «le joueur a tiré
au maximum 60 boules pour tirer une boule blanche » sachant I'évene-
ment «le joueur a tiré plus de 50 boules pour tirer une boule blanche ».

EXERCICE 4 4 points
Commun a tous les candidats

On considere la suite (u,) ,en définie par :

up =1etpourtout neN, U4 =§un+n—2.

1. Calculer u;, u, et us.
2. a. Démontrer que pour tout entier naturel n
b. En déduire que pour tout entier naturel n

c. En déduire la limite de la suite (u5,) ;;en-
21
3. On définit la suite (v,) ,en par : pour tout neN, v, = —2u, +3n— >

a. Démontrer que la suite (v;,) ,eny €st une suite géométrique dont on don-
nera la raison et le premier terme.

o 25(1\" 3 21
b. En déduire que : pour tout n € N, un=Z 3 +§n—z.

n
c. Soitla somme S;, définie pour tout entier naturel n par: S, = Z Uk.
k=0
Déterminer I'expression de S, en fonction de n.

Pondichéry 6 21 avril 2010
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EXERCICE 1 4 points

L'espace est rapporté a un repere orthonormal (O, 1,7,k )
Les points A, B et C ont pour coordonnées respectives :

A(l; -2;4) B(-2;-6;5) C(-4;0;-3).
1. a. Démontrer que les points A, B et C ne sont pas alignés.

b. Démontrer que le vecteur ;(1 ; —1; —1) est un vecteur normal au plan
(ABC).

c. Déterminer une équation du plan (ABC).

2. a. Déterminer une représentation paramétrique de la droite passant par le
point O et orthogonale au plan (ABC).

b. Déterminer les coordonnées du point O’ projeté orthogonal du point O
sur le plan (ABC).

3. On désigne par H le projeté orthogonal du point O sur La droite (BC).
Soit ¢ le réel tel que BH = (BC.
BO -BC
— 2
|5

b. En déduire le réel t et les coordonnées du point H.

a. Démontrer que ¢ =

EXERCICE 2 3 points

Une urne contient des boules indiscernables au toucher.

20 % des boules portent le numéro 1 et sont rouges.

Les autres portent le numéro 2 et parmi elles, 10 % sont rouges et les autres sont
vertes.

1. On tire une boule au hasard. Quelle est la probabilité qu’elle soit rouge ?

2. On a tiré une boule au hasard. Elle est rouge.

Montrer que la probabilité qu’elle porte le numéro 2 est égale a

NN

3. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2.
On effectue n tirages successifs d'une boule avec remise (apres chaque tirage
la boule est remise dans l'urne).

a. Exprimer en fonction de 7 la probabilité d’obtenir au moins une boule
rouge portant le numéro 1 au cours des 7 tirages.

b. Déterminer I'entier n a partir duquel la probabilité d’obtenir au moins
une boule rouge portant le numéro 1 au cours des n tirages est supé-
rieure ou égale a 0,99.

EXERCICE 3 5 points
Enseignement obligatoire

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé direct (O, ;, U)d’unité gra-
phique 2 cm.

On réalisera une figure que I'on complétera tout au long de I'exercice.

On considere les points A d’affixe i, B d’affixe —2i et D d’affixe 1.
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On appelle E le point tel que le triangle ADE soit équilatéral direct.
Soit f I'application qui a tout point M d’affixe z(z # i) associe le point M’ d’affixe z'
définie par :

B 2z—1

Z =- .
iz+1

o

1 3
. Démontrer que le point E a pour affixe (5 + g) (1+1).

2. Exprimer sous forme algébrique I'affixe du point D’ associé au point D par
I'application f.
3. a. Démontrer que, pour tout nombre complexe z différent de i, (z’ + Zi) (z—
i=1.
b. En déduire que pour tout point M d’affixe z(z #1) :

BM' xAM =1
et (;, BM' ) =— (;, W) + k x 27 ou k est un entier relatif.

4. a. Démontrer que les points D et E appartiennent au cercle (C) de centre A
et de rayon v/2.

b. En utilisant les résultats de la question 3. b., placer le point E’ associé au
point E par 'application f. On laissera apparents les traits de construc-
tion.

5. Quelle est la nature du triangle BD' E’ ?

EXERCICE 3 5 points
Enseignement de spécialité

Partie A

On cherche I'ensemble des couples d’entiers relatifs (x, y) solutions de 'équation

(B): 16x-3y=4.
1. Vérifier que le couple (1, 4) est une solution parliculiére de (E).

2. Déterminer I'ensemble des couples d’entiers relatifs solutions de I'’équation
(B).

Partie B

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal direct (O, u, v )

On considere la transformation f du plan, qui a tout point M d’ affixe z, associe le
point M’ d’affixe z’ définie par

3in
7 =V2e% z.

On définit une suite de points (M) de la maniére suivante :

le point My a pour afflxe zo =i et pour tout entier naturel n, M, = f (M,).
On note z, I'affixe du point M,

Les points My, M;, M, et M3 sont placés sur la figure donnée en annexe page 6.

1. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la transformation f.
2. Onnote g la transformation fo fo fo f.

a. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la transforma-
tion g.

Amérique du Nord 8 3 juin 2010



Baccalauréat S : I'intégrale 2010 A.PM.E.P

b. Endéduire que pour tout entier naturel n, OM;+4 = 40M,, etque (OMn , OMy44 ) =
T . . .
-5 + k x 27 ol k est un entier relatif.

c. Compléter la figure en construisant les points My, M5 et M.
(m o, 3nm
3. Démontrer que pour tout entier naturel n, z, = (\/E) " e‘(7 +5)

4. Soient deux entiers naturels 7 et p tels que p < n.
a. Exprimer en fonction de n et p une mesure de (OMp , OM, )

b. Démontrer que les points O, M, et M, sont alignés si et seulement si
n— p est un multiple de 8.

5. Déterminer'’ensemble des entiers naturels 7 tels que le point M,, appartienne
ala demi-droite [Ox). On pourra utiliser la partie A.

EXERCICE 4 8 points

A tout entier naturel 7 non nul, on associe la fonction fn définie sur R par

4enx
X) = .
Jn) enrt+7
On désigne par 6, la courbe représentative de la fonction f,, dans un repere ortho-

—_ —

normal (O, 1, ] )

Les courbes %, 6> et 65 sont données en annexe.

X

Partie A : Ftude de la fonction f; définie sur R par f; (x) = e
e

1. Vérifier que pour tout réel x, f1(x) = ———.
duep h 1+7e %

2. a. Démontrer que la courbe %¥; admet deux asymptotes dont on précisera
des équations.

b. Démontrer que la fonction f; est strictement croissante sur R.

o

. Démontrer que pour tout réel x, 0 < fj(x) <4.

3. a. Démontrer que le point I; de coordonnées (In7 ; 2) est un centre de sy-
métrie de la courbe 4.

Déterminer une équation de la tangente (77) a la courbe %) au point I;.
Tracer la droite (T7).
Déterminer une primitive de la fonction f; sur R.

g e o

Calculer la valeur moyenne de fj sur I'intervalle [O; In7].
Partie B : Etude de certaines propriétés de la fonction f;,.

1
1. Démontrer que pour tout entier naturel » non nul le point A(O ; 5) appartient

ala courbe 6;,-

2. a. Démontrer que pour tout entier naturel n non nul la courbe €6, et la
droite d’équation y = 2 ont un unique point d’intersection dont on pré-
ciseral’ abscisse.

On note I, ce point d’intersection.
b. Déterminer une équation de la tangente (T},) a la courbe 6, au point I,,.
c. Tracer les droites (7T>) et (T3).
3. Soit la suite (u;) définie pour tout entier naturel » non nul par

n In7

n
=— (x) dx.
In7 [0 f
Montrer que la suite (u;) est constante.

Un

Amérique du Nord 9 3 juin 2010
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Cette page sera complétée et remise avec la copie a la fin de I'épreuve

Exercice 3 (enseignement de spécialité)

P

W

[\*]

My
M, _
X
v
-8 -6 -4 -2 o p 4
MQ X
X M3
Exercice 4
}I
A %’3
0 /—
—
/%
/ /6’1
Jl
-4 2 0 y 4 1

Amérique du Nord 10 3juin 2010
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EXERCICE 1 5 points
Partie A
Restitution organisée de connaissances On supposera connus les résultats suivants :
o =1
e Pour tous réels x et y, e* x eV =e**V,
, 1
1. Démontrer que pour tout réel x, e™* = —.
e

2. Démontrer que pour tout réel x et pour tout entier naturel n, (€*)" = e,

Partie B

On considere la suite (u;,) définie pour tout entier naturel n par :

1 e X
Uy = dx.
o 1+e™*

1. a. Montrer que uy + u; = 1.

b. Calculer u;. En déduire uy.

2. Montrer que pour tout entier naturel n, u, > 0.

. 1-e™"
3. a. Montrer que pour tout entier naturel n non nul, t,+1 + U, =
n
s . l1-e™"
b. En déduire que pour tout entier naturel n non nul, u, < .
4. Déterminer la limite de la suite ().
EXERCICE 2 4 points

—_ - —

Lespace est muni d'un repere orthonormal (O, 1,7,k )
On note (D) la droite passant par les points A(1; —2; —1) et B(3; —5; —2).

1. Montrer qu'une représentation paramétrique de la droite (D) est:

x = 1+2t
y = -2-3t avecteR.
z = -1-t¢

2. On note (D) la droite ayant pour représentation paramétrique :

x = 2-k
y = 142k aveckeR.
z = k

Montrer que les droites (D) et (D’) ne sont pas coplanaires.
3. On considere le plan (P) d’équation 4x+ y+5z+3 =0.
a. Montrer que le plan (P) contient la droite (D).

b. Montrer que le plan (P) et la droite (D’) se coupent en un point C dont on
précisera les coordonnées.

4. On considerela droite (A) passant par le point C et de vecteur directeur ; 1;1;-1).
a. Montrer que les droites (A) et (D') sont perpendiculaires.

b. Montrer que la droite (A) coupe perpendiculairement la droite (D) en un
point E dont on précisera les coordonnées.
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EXERCICE 3 5 points
Enseignement obligatoire

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse, et donner
une justification de la réponse choisie.

Une réponse non justifiée ne rapporte aucun point. Toutefois, toute trace de recherche,
méme incomplete, ou d’initiative, méme nonfructueuse, sera prise en compte dans
lévaluation.

1. Une urne contient une boule blanche et deux boules noires. On effectue 10 ti-
rages successifs d'une boule avec remise (on tire une boule au hasard, on note
sa couleur, on la remet dans 1'urne et on recommence).

Proposition 1 : « La probabilité de tirer exactement 3 boules blanches est

12 (2y’
3 x (—) X (—) »
3 3
2. Une variable aléatoire X suit la loi exponentielle de parametre A(A > 0).

a
On rappelle que pour toutréel a>0: p(X < a) = f e Mdr,
0

In2
Proposition 2: « Le réel a tel que p(X > a) = p(X < a) est égal a - »

3. Soit le nombre complexe z =1 —iv/3.
Proposition 3 : « Sil’entier naturel 7 est un multiple de 3 alors z” est un réel. »

4. On considere, dans le plan complexe rapporté a un repére orthonormal direct
(O, ;, 7), le point A d’affixe a = 2 —1i et le point B d’affixe b = %a.
Proposition 4 : « Le triangle OAB est rectangle isocele. »

5. Dans le plan complexe rapporté a un repeére orthonormal direct (O, ;, 7), a
tout point M du plan d’affixe z non nulle on associe le point M’ d’affixe z’ telle
que z' = _7 ol z désigne le nombre conjugué de z.

Proposition 5 : « Il existe un point M tel que O, M et M’ ne sont pas alignés. »

EXERCICE 3 5 points
Enseignement de spécialité

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse, et donner
une justification de la réponse choisie.

Une réponse non justifiée ne rapporte aucun point. Toutefois, toute trace de recherche,
méme incomplete, ou d'initiative méme non fructueuse, sera prise en compte dans
lévaluation.

1. On considére, dans le plan complexe rapporté a un repere orthonormal direct
(O, ;, 7), le point A d’affixe 2 —i et B 1'image de A par la rotation de centre O
et d’angle g
On note I le milieu du segment [AB].
Proposition 1 : «La similitude directe de centre A qui transforme I en O a pour
écriture complexe z' = (1+i)z—1-2i.»

2. Onappelle ST'ensemble des couples (x ; y) d’entiers relatifs solutions del’équa-
tion3x -5y =2.
Proposition 2 : « Lensemble S est 'ensemble des couples (5k—1; 3k—1) ol k
est un entier relatif. »

Liban 12 3 juin 2010
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3. On considere I'équation (E) : X2+ y2 =0 modulo 3, ou (x; y) est un couple
d’entiers relatifs.

Proposition 3 : «1l existe des couples (x ; y) d’entiers relatifs solutions de (E)
qui ne sont pas des couples de multiples de 3. »

4. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 3.
Proposition 4 : « Pour tout entier naturel k (2 < k < n), le nombre n!+ k n’est
pas un nombre premier. »

5. On considere I'équation (E') : X% —52x+480 =0, ol x est un entier naturel.

Proposition 5 : « Il existe deux entiers naturels non nuls dont le PGCD et le
PPCM sont solutions de I'équation (E'). »

EXERCICE 4 6 points
Partie A

Soit u la fonction définie sur ]0 ; +oo[ par

u(x)=x*-2+Inx.

1. Etudier les variations de u sur ]0 ; +ool et préciser ses limites en 0 et en +oo.

2. a. Montrer que I'équation u(x) = 0 admet une solution unique sur ]0; +ool.
On note «a cette solution.

b. ATaide de la calculatrice, déterminer un encadrement d’amplitude 1072
de a.

3. Déterminer le signe de u(x) suivant les valeurs de x.

4. Montrer 'égalité : Ina = 2 — a®.

Partie B

On considére la fonction f définie et dérivable sur ]0 ; +oo[ par

f)=x*+2-Inx?
On note [’ la fonction dérivée de f sur ]0; +ool.
1. Exprimer, pour tout x de 10 ; +ool, f'(x) en fonction de u(x).

2. En déduire les variations de f sur ]0; +ool.

Partie C

Dans le plan rapporté a un repere orthonormé (O, 1, ] ), on note :

¢ I'la courbe représentative de la fonction In (logarithme népérien) ;
e Ale point de coordonnées (0; 2);
e Mle point de I" d’abscisse x appartenant a ]0 ; +ool.

1. Montrer que la distance AM est donnée par AM =/ f(x).
2. Soit g la fonction définie sur 10 ; +oo[ par g(x) =/ f(x.
a. Montrer que les fonctions f et g ont les mémes variations sur ]0 ; +ool.

b. Montrer que la distance AM est minimale en un point de I', noté P, dont
on précisera les coordonnées.

c. Montrer que AP = aV1+ a2.

3. Pour cette question, toute trace de recherche, méme incompléte, ou d'initiative,
méme non fructueuse, sera prise en compte dans l'évaluation.

La droite (AP) est-elle perpendiculaire a la tangenteaI'en P2

Liban 13 3 juin 2010



Durée : 4 heures

Baccalauréat S Antilles-Guyane 18 juin 2010

EXERCICE 1 4 points
Commun a tous les candidats

Pour chacune des questions suivantes, une ou deux des réponses proposées
sont correctes.
Un point est attribué a chacune des questions. Toute réponse inexacte est pénalisée de
0,25 point.
Iin’y a pas de pénalité en cas d’absence de réponse. Aucune justification n'est attendue.
Si le total des points obtenus est négatif, le note attribuée a l'exercice est 0.

Recopier le numéro de la question et la ou les réponses correctes (deux au
maximum).

1. On tire au hasard une carte d'un jeu de 32 cartes.
La probabilité de n’obtenir ni un as, ni un pique, est égale a:

5 21 11 3
A: - B: — C: — D: -
8 32 32 8
2. On tire au hasard et simultanément deux cartes d'un jeu de 32 cartes.

La probabilité de n’obtenir ni un as, ni un pique, est égale a:

21 2 2
105 21 5
A: — B: Q C: — D: —
248 (32) 322 82
2
3. Onsuppose que la durée d’attente a un guichet de service, exprimée en heure,
suit la loi uniforme sur l'intervalle [0 ; 1].
La probabilité que la durée d’attente d’'une personne prise au hasard soit com-

prise entre 15 min et 20 min est :

1 1 1 1
A: - B: - C: — D: -
3 5 12 4
4. On considere 10 appareils identiques, de méme garantie, fonctionnant indé-
pendamment les uns des autres. La probabilité pour chaque appareil de tom-
ber en panne durant la période de garantie est égale a 0,15.
La probabilité pour qu’exactement 9 appareils soient en parfait état de marche

alissue de la période de garantie est égale a :

A: 03521072 pres B: 0,85° C: 0,857 x 0,15 D: 0,857 x0,15x 10

EXERCICE 2 5 points
Réservé aux candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité
Le plan est muni d'un repere orthonormal direct (O, u, v ) d’'unité 1 cm.

1. Restitution organisée de connaissances

Pour M # Q, on rappelle que le point M’ est 'image du point M par la rotation
r de centre Q et d’angle de mesure 6 si et seulement si :

QM (@]
0a2krpres(kez) (2)

oM’
{ .o
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a. Soient z, Z' et w les affixes respectives des points M, M’ et Q.
Traduire le relations (1) et (2) en termes de modules et d’arguments.

b. En déduire I'expression de z’ en fonction de z, 6 et

. Résoudre dans I'’ensemble C des nombres complexes I'équation :

Z2-4vV3z+16=0.

On donnera les solutions sous forme algébrique.
. Soient A et B les points d’affixes respectives a = 2v/3 —21et b = 2v/3 +21.
a. Ecrire a et b sous forme exponentielle.
b. Faire une figure et placer les points A et B.
c. Montrer que OAB est un triangle équilatéral.
. Soit C le point d’affixe ¢ = —81 et D son image par la rotation de centre O et
d’angle 2_7r

3
Placer les points C et D.

Montrer que l'affixe du point D est d = 4v/3 + 41.

. Montrer que D est I'image du point B par une homothétie de centre O dont
on déterminera le rapport.

. Montrer que OAD est un triangle rectangle.

EXERCICE 2 5 points
Réservé aux candidats ayant suivi '’enseignement de spécialité

Le plan est muni d'un repere orthonormal direct (O, u, v ) d’unité 1 cm.

. Restitution organisée de connaissances
On utilisera sans démonstration les deux propriétés suivantes :

Propriété 1: Toute similitude indirecte qui transforme un point M d’affixe z
en un point M’ d’affixe z’ admet une expression complexe de la forme
Z =az+bouaeC*etbeC.

Propriété 2: Soit C une point d’affixe c. Pour tout point D, distinct de C, d’af-
fixe d et pour tout point E, distinct de C, d’affixe e, on a:

(6—5 ; EE) = arg(%) 2m).

Question : Montrer qu'une similitude indirecte transforme un angle orienté

en son opposé.

. Soient les points C et D d’affixes respectives ¢ =3 et d = 1 — 31, et .#] la simi-
litude qui a tout point M du plan associe le point M; symétrique de M par

rapport al'axe (O ; ;) des réels.
a. Placer les points C et D puis leurs images respectives C; et D; par .#;.On
completera le figure au fur et a mesure de l'exercice.
b. Donner I'expression complexe de ..
3. Soit % la similitude directe définie par :
- le point C; et son image C' d’affixe ¢/ =1+4i;
- le point D, et son image D' d’affixe d' = —2 +2i.
a. Montrer que I'expression complexe de % est: z' =iz+1+i.

b. En déduire les éléments caractéristiques de cette similitude.

Antilles-Guyane 15 18 juin 2010
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4. Soit & la similitude définie par . = % 0 .5A.
Déterminer I'expression complexe de ..

5. On pourra admettre désormais que . est la similitude indirecte d’expression
complexe :

Z=iz+1+i.
a. Quelle est 'image de C par .# ? Quelle est 'image de D par . ?
b. Soit H le point d’affixe htelque: h—c= els (d-c).
Montrer que le triangle CDH est équilatéral direct.

c. Soit H' 'image de H par . Préciser la nature du triangle C'D'H’ et
construire le point H' (on ne demande pas de calculer 'affixe 4’ du point
H').

EXERCICE 3 4 points
Commun a tous les candidats

On donne la représentation graphique d'une fonction f définie et continue
sur l'intervalle I = [-3; 8].

S

y
3__

=
&
s
|
—
—
o
w
.
&)
o
~
od

X
On définit la fonction F sur I, par F(x) = f fdz.
0

1. a. Quevaut F(0)?

b. Donner le signe de F(x) :
— pourx€ [0; 4];
— pour x€ [-3; 0].
Justifier les réponses.

c. Faire figurer sur le graphique donné en ANNEXE les éléments permettant
de justifier les inégalités 6 < F(4) < 12.

2. a. Quereprésente f pour F?

b. Déterminer le sens de variation de la fonction F sur I. Justifier la réponse

a partir d'une lecture graphique des propriétés de f.

3. Ondispose de deux représentations graphiques sur 1.
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Courbe A Courbe B

10 10—

8 -

6 6 1

4 4,4

4 4
L | | | | L | | | | | | | | | | |
| | | | | | | | | | | | | | | | | |
193421 ¢ 321 T 2345 6 7 8§ ¢

L'une de ces courbes peut-elle représenter la fonction F ? Justifier la réponse.

EXERCICE 4 6 points
Commun a tous les candidats

Partie A

Soit g la fonction définie pour tout nombre réel x de I'intervalle ]0 ; +oo[ par
gx)=x—xlnx.

1. Déterminer les limites de la fonction g en 0 et +oo.
2. Montrer que g est dérivable sur I'intervalle 10 ; +oo[ et que g'(x) = —Inx.

3. Dresser le tableau de variations de la fonction g.

Partie B

Soit (uy,) la suite définie pour tout n € N* par u, = Z—Z.

1. Conjecturer, al'aide de la calculatrice :

a. le sens de variation de la suite (u) ;

b. lalimite éventuelle de la suite (u;,).
2. Soit (vy,) la suite définie pour tout n € N* par v,, = In(u,).

a. Montrer que v, =n—nlnn.

b. En utilisant la Partie A, déterminer le sens de variation de la suite (v;,).

c. En déduire le sens de variation de la suite (u;,).
3. Montrer que la suite (u;) est bornée.

4. Montrer que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite.
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FEUILLE ANNEXE (a rendre avec la copie)
Exercice 3

Commun a tous les candidats

w

<

N

T
—

R

N
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EXERCICE 1 4 points
Commun a tous les candidats

Cet exercice est un QCM qui comporte 8 questions, numérotées de 1 a 8. A
chaque question, une seule des trois réponses notée a, b ou c est exacte. On demande
au candidat d’indiquer sur sa copie, pour chaque question, quelle est la bonne ré-
ponse. Aucune justification n'est demandée.

Une réponse exacte rapporte0,5 point. Une réponse fausse ou une absence de réponse
n'enlevent pas de point.

Dans l'espace rapporté a un re-

pere orthonormal (O, 1, 7, ?), on
considere les points : A(1, 0, 0), B(1, 1,
0), C(1, 2, 0), D(1, 0, 1), E(1, 1, 1), F(1, D
2,1),G(0,0,1), H(, 1, 1), I(0, 2, 1), J(O,
1, 0), K(0, 2, 0) comme indiqués sur la - >
figure ci -contre :

1. Question 1: Le triangle GBI est :

Réponse a : isocele. Réponse b : équilatéral. Réponse c : rectangle.

2. Question 2: Le barycentre du systeme de points pondérés {(O, 2), (A, -1), (C, 1)}
est:

Réponse a:le point K. Réponseb:lepointl. Réponse c:le point].

3. Question 3 : Le produit scalaire AH -FC est égala:

Réponse a: 1. Réponse b : —1. Réponse c: 2.

4. Question 4 : Les points B,C, I, H:

Réponse a : sont non co-Réponse b : forment unRéponse ¢ : forment un
planaires. rectangle. carré.

5. Question 5: Une représentation paramétrique de parametre ¢ de la droite (KE)

est:

Réponse a Réponse b Réponse ¢
x = t x = 3+4t x = 1-t¢
y 2+1¢ . y = r . y = 1+t .
z = t z = a4t z = 1-t

6. Question 6 : Une équation cartésienne du plan (GBK) est :

Réponse a:2x+2y—z-2 =Réponseb:x+y—-3=0. Réponsec:x+y+2z=2.
0.
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7. Question 7 : La distance du point C au plan (ADH) est :

Réponse a: v/2. Réponse b : 2. Réponse c:

8. Question 8 : Le volume du tétraedre HJKB est égal a :

1 1
Réponse a: 3" Réponse b : e Réponse c:

EXERCICE 2 5 points
Réservé aux candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal direct (O, ;, ;)
Lunité graphique est 1 cm. On note i le nombre complexe de module 1 et d’argu-
ment —.

2

On consideére les points A, B, C et P d’affixes respectives :
a=-2, b=2-2iV3, c¢=3+3iV3 et p=10.
PARTIE A Etude de la configuration

1. Construction de la figure.

a. Placer les points A et P dans le repere (O, ;, 7)

b. Déterminer les modules des nombres complexes b et c.
c. Utiliser les cercles de centre O et de rayons respectifs 4 et 6 pour construire
les points B et C.

2. Démontrer que le triangle BCP est équilatéral.

7
3. Onnote ra larotation de centre A et d’angle 3

a. Vérifier que I'image Q du point C par r5 a pour affixe : g = —4 +4iv/3.
b. Vérifier I'égalité : g = —2b. Que peut-on en déduire pour les points B, O
etQ?
4. Soit R le symétrique de C par rapporta O.
a. Démontrer que les droites (AP), (BQ) et (CR) sont concourantes en O.
b. Etablir que : AP =BQ=CR.

PARTIE B

Onnote f I'application qui, a tout point M du plan, associe le réel f (M) défini
par:

f(M) = MA+ MB+ MC.

1. Calculer f(O).

2. Soient M un point quelconque et N son image par la rotation ra.
Démontrer que : MA = M N puis que MC = NQ.

3. Dans cette question, toute trace de recherche, méme incomplete, ou d'initia-
tives, méme infructueuses, sera prise en compte dans l'évaluation.

En utilisant I'inégalité triangulaire, démontrer que pour tout point M du plan,
fn =12
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EXERCICE 2 5 points
Réservé aux candidats ayant suivi '’enseignement de spécialité

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal direct (A; ;, 7)
Lunité graphique est 1 cm.

On note i le nombre complexe de module 1 et d’argument g

On considere les points B, C et H d’affixes respectives :

b=5i, ¢c=10 et h=2+4i.

Construire une figure que l'on complétera au fur et a mesure des questions.

1. Etude de la position du point H

a. Démontrer que le point H appartient a la droite (BC).

b. Calculer h ,
h—c

2. Ftude d'une premiére similitude

et en déduire que (ﬁe,H—K) = —g [27].

Caleuler | 'BH BA AH
a. Calculer les rapports : AR’ AC S CH'
b. Démontrer qu'il existe une similitude directe S; qui transforme le tri-
angle CHA en le triangle AHB.

c. Déterminer I'écriture complexe de cette similitude S; ainsi que ses élé-
ments caractéristiques.

3. Etude d’une seconde similitude
Dans cette question, toute trace de recherche, méme incompléte, ou d'initia-
tives, méme infructueuses, sera prise en compte dans l'évaluation

On note S, la similitude qui a tout point M d’affixe z associe le point M’ d’af-
fixe Z' telle que :

Z =(-1-2i)z + 10.

Démontrer que S, est composée d'une symétrie orthogonale d’axe (A), et d'une
similitude directe dont le centre Q appartient a (A). Préciser (A).

4. Etude d'une composée
a. Calculer le rapport de la similitude composée S, 0 S;.

b. En déduire le rapport entre les aires des triangles CHA et BAC.

EXERCICE 3 4 points
Commun a tous les candidats

Avant le début des travaux de construction d’'une autoroute, une équipe d’ar-
chéologie préventive procéde a des sondages successifs en des points régulierement
espacés sur le terrain.

Lorsque le n-iéme sondage donne lieu a la découverte de vestiges, il est dit
positif.

L'évenement : «le n-ieme sondage est positif» est noté V,, on note p;, la pro-
babilité de I'évenement V;,.

Lexpérience acquise au cours de ce type d’'investigation permet de prévoir
que:
« siun sondage est positif, le suivant a une probabilité égale a 0,6 d’étre aussi
positif;
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» siun sondage est négatif, le suivant a une probabilité égale a 0,9 d’étre aussi
négatif.
On suppose que le premier sondage est positif, c’est-a-dire : p; = 1.

1. Calculer les probabilités des évenements suivants :
a. A:«les 2¢ et 3° sondages sont positifs »;
b. B:«les 2¢ et 3¢ sondages sont négatifs ».
2. Calculer la probabilité ps pour que le 3¢ sondage soit positif.

3. n désigne un entier naturel supérieur ou égal a 2.
Recopier et compléter 'arbre ci-dessous en fonction des données de1’énoncé :

Vi1
Pn
Vi1
Vi1
1-pn
Vi1

4. Pour tout entier naturel n non nul, établir que : p,+1 =0,5p, +0, 1.
5. Onnote u la suite définie, pour tout entier naturel n nonnul par: u, = p,—0,2.

a. Démontrer que u est une suite géométrique, en préciser le premier terme
et la raison.

b. Exprimer p,, en fonction de n.

c. Calculer la limite, quand 7 tend vers +oo, de la probabilité p,,.

EXERCICE 4 4 points
Commun a tous les candidats

Lobjectif de I'exercice est 'étude d'une fonction et d'une suite liée a cette fonction

PARTIE A

On note f la fonction définie sur I'intervalle ]0 ; +oo[ par :

1 1
fx)= 2
On note € la courbe représentative de la fonction f dans un repere orthonormal
(O, T, 7) Lunité graphique est 1 cm.
1. Etude des limites
a. Déterminer la limite de la fonction f quand x tend vers 0.
b. Déterminer la limite de la fonction f quand x tend vers +oo.

c. Quelles conséquences peut-on déduire de ces deux résultats, pour la courbe
€?

2. Ftude des variations de la fonction f

a. Démontrer que, la fonction dérivée de la fonction f s’exprime, pour tout
réel x strictement positif, par :

/ 1 1
flo= —Fex(2x+ 1).
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b. Déterminer le signe de f’ et en déduire le tableau de variation de f sur
I'intervalle 10 ; +ool.

c. Démontrer que I'équation f(x) = 2 a une unique solution notée o appar-
tenant a l'intervalle ]0 ; +oo[ et donner la valeur approchée de a arrondie
au centieme.

3. Tracer la courbe ¢ dans le repere orthonormal (O, 7, T)

PARTIE B Etude d’une suite d’intégrales

Pour tout entier naturel n > 2 on considere I'intégrale I,, définie par :

2 1 1
I":f —exdx.
1 X"

1. Calculer I,.
2. Une relation de récurrence

a. Démontrer, a 'aide d’'une intégration par parties, que pour tout entier
naturel n >2:

Ve
I =e— F +(1-n)l,.

b. Calculer I3.
3. Etude de la limite de la suite de terme général I,

a. Etablir que pour tout nombre réel x appartenant a l'intervalle [1; 2], on

b. En déduire un encadrement de I, puis étudier la limite éventuelle de la
suite (I).
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EXERCICE 1 4 points
Commun a tous les candidats

Pour chaque question une affirmation est proposée. Indiquer si elle est vraie ou
fausse en justifiant la réponse. Toute réponse non justifiée ne sera pas prise en compte.

Question 1
Dans!’espace muni d'un repere orthonormal (O, 1,7,k ), on considere les droites

(21) et (2) de représentations paramétriques :

x = -1+2t x = 1-2t
@S vy = -3t (teR) et (D) vy = 5—-t (teR).
z = 1+t Z = -2+t

Affirmation :
Les droites (2) et (922) sont orthogonales.

Question 2

Dans I'espace muni d’'un repere orthonormal (O, 1, ],k ), on considere le point A
de coordonnées (2; —1; 3) etla droite (2) de représentation paramétrique :

X = 1+4¢
D) vy = -2+2t (teR).
z = 3-2t

Affirmation :
Le plan (2?) contenant le point A et orthogonal a la droite (2) a pour équation :
2x+y—-z=0.

Question 3

La durée de vie, exprimée en heures, d'un jeu électronique, est une variable aléatoire
X qui suit la loi exponentielle de parametre A = 0,0003.

¢
On rappelle que, pour tout £ > 0, p(X < 1) =f Ae M dx.
0

Affirmation :
La probabilité pour que la durée de vie de ce jeu soit strictement supérieure a 2 000
heures est inférieure a 0, 5.

Question 4

A et B sont deux éveénements liés a une méme épreuve aléatoire qui vérifient :

p(A)=0,4, pa(B) = 0,7 et pZ(E) =0,1.

Affirmation :

La probabilité de I'évenement A sachant que I'événement B est réalisé est égale a
14

H.

EXERCICE 2 5 points
Réservé aux candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité
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Dans le plan complexe (2) muni d’un repére orthonormal direct (O, ;, 7) d’'unité

graphique 4 cm, on considere le point A d’affixe a = —1 et I'application f, du plan

(#) dans lui-méme, qui au point M d’affixe z, distinct de A, associe le point M’ =

f (M) d’affixe z’ tel que :

7=
z+1

1. Déterminer I'affixe des points M tels que M’ = M.

2. Démontrer que pour tout point M distinctde Aetde O,ona:

OM’:K—]]\\jet (;, W]:(M, m)+gé2ﬂprés.

1
3. a. Soit Ble point d’affixe b = — > +i.
Placer dans le repére le point B et la médiatrice (A) du segment [OA].

b. Calculer sous forme algébrique I'affixe b’ du point B’ image du point B
par f.
Etablir que B’ appartient au cercle (€) de centre O et de rayon 1.
Placer le point B’ et tracer le cercle (€) dans le repére.

c. En utilisant la question 2, démontrer que, si un point M appartient a la
médiatrice (A), son image M’ par f appartient au cercle (6).

d. Soit Cle point tel que le triangle AOC soit équilatéral direct.

En s’aidant des résultats de la question 2, construire, a la régle et au
compas, 'image du point C par f (On laissera apparents les traits de
construction.)

4. Dans cette question, on se propose de déterminer, par deux méthodes diffé-
rentes, 'ensemble (I') des points M distincts de A et de O dont 'image M’ par
f appartient a I'axe des abscisses.

Les questions a. et b. peuvent étre traitées de fagcon indépendante.

a. On pose z = x+iy avec x et y réels tels que (x, y) # (-1, 0) et (x, y) #
(0, 0).
Démontrer que la partie imaginaire de z’ est égale a:

2 2
n_ XT+y t+x
Im(z)_(x+1)2+y2

En déduire la nature et les éléments caractéristiques de I’ensemble (I') et
le tracer dans le repére.

b. A l'aide de la question 2, retrouver géométriquement la nature de l'en-
semble (I').

EXERCICE 2 5 points
Réservé aux candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité

Le plan complexe est muni d'un repeére orthonormal direct (O, ;, 7) d’unité gra-
phique 1 cm, on considere les points A, B, C, M, N et P d’affixes respectives :
a=1+i, b=-1+2i,c=2+3i, m=7-5i, n=5-1, p=9+1i.
1. a. Placerles points A, B, C, M, N et P dans le repeére.
b. Calculer les longueurs des cotés des triangles ABC et NMP.
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c. En déduire que ces deux triangles sont semblables.
Dans la suite de l'exercice, on se propose de mettre en évidence deux similitudes
qui transforment le triangle ABC en le triangle MNP
2. Une similitude directe
Soit s la similitude directe qui transforme le point A en N et le point B en P.
a. Montrer qu'une écriture complexe de la similitude s est :

,( 6 8) 23 9,
Z=-——-i|z+ =+ =i,
5 5 5 5

b. Déterminer le rapport, la valeur de I'angle arrondie au degré, ainsi que le
centre de la similitude s.

c. Vérifier que la similitude s transforme le point C en M.
3. Une similitude indirecte
Soit s’ 1a similitude dont I’écriture complexe est :

Zz =2iz+3-3i.

sS'(A) = N
a. Vérifierque:{ s'(B) = M
s = P

b. Démontrer que s’ admet un unique point invariant K d’affixe k =1 —i.

1
c. Soit h ’homothétie de centre K et de rapport 2 et J le point d’affixe 2.

Onpose: f=soh.
Déterminer les images des points K et J par la transformation f. En dé-
duire la nature précise de la transformation f.

d. Démontrer que la similitude s" estla composée d’'une homothétie et d’'une
réflexion.

EXERCICE 3 6 points
Commun a tous les candidats

On considere les deux courbes (%)) et (6>) d’équations respectives y = e* et

y = —x* — 1 dans un repére orthogonal du plan.

Le but de cet exercice est de prouver qu'il existe une unique tangente J commune
a ces deux courbes.

1. Sur le graphique représenté dans I'annexe 1, tracer approximativement une
telle tangente a I'aide d’'une regle.
Lire graphiquement I'abscisse du point de contact de cette tangente avec la
courbe (61) et 'abscisse du point de contact de cette tangente avec la courbe
(€2).

2. Ondésigne par a et b deux réels quelconques, par A le point d’abscisse a de la
courbe (%)) et par B le point d’abscisse b de la courbe (65»).

a. Déterminer une équation de la tangente (J,) a la courbe (%)) au point
A.

b. Déterminer une équation de la tangente (9p) a la courbe (6>) au point
B.

c. En déduire que les droites (F) et (9) sont confondues si et seulement
siles réels a et b sont solutions du systéeme (S) :

et = =2b
et—qge® = b?-1
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d. Montrer que le systeme (S) est équivalent au systeme (S') :

et = =2b
et +4qe?—4e% -4 = 0

3. Le but de cette question est de prouver qu'’il existe un unique réel solution de
I'équation

(B) : e**+4xe*—4e*—4=0.

Pour cela, on considére la fonction f définie sur R par :

f(x) =e** +4xe* —4e* —4.

a. Montrer que pour tout x appartenanta]—oo; 0], e?*—4<0et
4e*(x—-1) <0.

b. En déduire que 'équation (E) n’a pas de solution dans 'intervalle
]—o00; 0[.

c. Démontrer que la fonction f est strictement croissante sur l'intervalle
[0; 4ool.

d. Démontrer que 'équation (E) admet une solution unique dans l'inter-
valle [0 ; +ool.
On note a cette solution. Donner un encadrement d’amplitude 10~2 de
a.

4. On prend pour A le point d’abscisse a. Déterminer un encadrement d’ampli-
tude 107! duréel b pour lequel les droites (F4) et (IB) sont confondues.

EXERCICE 4 5 points
Commun a tous les candidats

Soit f la fonction définie sur I'intervalle [0 ; +oo[ par:

5
f(x) =6— m

Le but de cet exercice est d’étudier des suites (u,) définies par un premier terme
positif ou nul yy et vérifiant pour tout entier naturel 2 :

Un+1 = f (un).
1. Etude de propriétés de la fonction f
a. Etudier le sens de variation de la fonction f sur l'intervalle [0 ; +ool.
b. Résoudre dans I'intervalle [0; +oo[[1'équation f(x) = x.
On note « la solution.

c. Montrer que si x appartient a I'intervalle [0 ; a], alors f(x) appartient a
I'intervalle [0 ; a].
De méme, montrer que si x appartient a I'intervalle [a, +oo[ alors f(x)
appartient a I'intervalle [« ; +ool.
2. Etude de la suite (u,,) pour uy =0

Dans cette question, on considere la suite (u,,) définie par uy = 0 et pour tout
entier naturel » :

5
Up+1

Uns1 = f(Un) =6
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a. Surle graphique représenté dans’annexe 2, sont représentées les courbes
d’équations y = x et y = f(x).
Placer le point Ay de coordonnées (ug ; 0), et, en utilisant ces courbes,
construire a partir de Ag les points A;, Az, Az et Ay d’'ordonnée nulle et
d’abscisses respectives 1, up, us et uy.
Quelles conjectures peut-on émettre quant au sens de variation et a la
convergence de la suite (1) ?

b. Démontrer, par récurrence, que, pour tout entier naturel n, 0 < u, <
Up+1 S Q.

c. En déduire que la suite (u,) est convergente et déterminer sa limite.

3. Etude des suites (1) selon les valeurs du réel positif ou nul ug

Dans cette question, toute trace d'argumentation, méme incomplete, ou d'ini-
tiative, méme non fructueuse, sera prise en compte dans l'évaluation.

Que peut-on dire du sens de variation et de la convergence de la suite (u;,)
suivant les valeurs du réel positif ou nul v ?
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FEUILLE ANNEXE (a rendre avec la copie)

Annexe 1 (Exercice 3, question 1)

-5 L

Annexe 2 (Exercice 4, question 2. a.)
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EXERCICE 1 6 points
Commun a tous les candidats

Soit f la fonction définie sur I'intervalle ] — 1 ; +ool par

fx)=1+In(1+x).

On note €r sa courbe représentative dans un repere orthononnal (O, 1, ] )
On note D la droite d’équation y = x.

Partie A

1. a. Etudier le sens de variation de la fonction f.
b. Déterminer les limites de la fonction f aux bornes de son ensemble de
définition.
2. Ondésigne par glafonction définie sur 'intervalle ] -1; +oo[ par g(x) = f(x) — x.
a. Déterminer xlir{ll g(x).
In(1+x)
C1+x

c. Etudier le sens de variation de la fonction g, puis dresser le tableau de
variations de la fonction g.

b. Déterminer lim .En déduire lim g(x).
X—+00 X—+00

d. Montrer que sur l'intervalle ] — 1 ; +oo[ I'équation g(x) = 0 admet exac-
tement deux solutions «a et f§, avec a négative et § appartenant a l'inter-
valle [2; 3].

e. Al'aide des questions précédentes, détenniner le signe de g(x). En dé-
duire la position relative de la courbe 6y et de la droite D.

Partie B

Dans cette partie, toute trace de recherche, méme incomplete, ou d’initiative, méme
non fructueuse, sera prise en compte dans l'évaluation.
Ug = 2

Soit (1) 1a suite définie pour tout nombre entier naturel 7 par: { u
n+1

1. Montrer que, pour tout nombre entier naturel n, 2 < u, < f.

2. Lasuite (uy) est-elle convergente ? Justifier la réponse.

EXERCICE 2 4 points
Commun a tous les candidats

Dans cet exercice, tous les résultats seront donnés sous forme de fractions irréduc-
tibles.

Partiel:

On dispose d’'un dé cubique A parfaitement équilibré possédant une face verte, deux
faces noires et trois faces rouges.

Un jeu consiste a lancer deux fois de suite et de maniere indépendante ce dé. On
note a chaque lancer la couleur de la face obtenue.
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1. Calculerla probabilité pour qu'al’issue d'unjeu, les deux faces obtenues soient
noires.

2. Soit 'événement C : «a l'issue d’'un jeu, les deux faces obtenues sont de la
méme couleur ».

7
Démontrer que la probabilité de I'événement C est égale a ITh

3. Calculerla probabilité pour qu'al’issue d'un jeu, les deux faces obtenues soient
de couleurs différentes.

4. Alissue d’'un jeu, sachant que les deux faces obtenues sont de la méme cou-
leur, quelle est la probabilité pour que les deux faces obtenues soient vertes ?

Partiell :
On dispose d’'un second dé cubique B équilibré présentant quatre faces vertes et
deux faces noires. Le nouveau jeu se déroule de la maniere suivante : on lance le dé
B;

¢ sila face obtenue est verte, on lance a nouveau le dé B et on note la couleur

de la face obtenue;
¢ sila face obtenue est noire, on lance le dé A et on note la couleur de la face

obtenue.
1. a. Construire un arbre de probabilités traduisant cette situation.

b. Quelle est la probabilité d’obtenir une face verte au deuxiéme lancer, sa-
chant que I'on a obtenu une face verte au premier lancer ?

4
2. Montrer que la probabilité d’obtenir deux faces vertes est égale a 3

3. Quelle est la probabilité d’obtenir une face verte au deuxieme lancer ?

EXERCICE 3 5 points
Commun a tous les candidats

Les deux parties de cet exercice peuvent étre traitées indépendamment.
Partie A :

On cherche a déterminer 'ensemble des fonctions f, définies et dérivables sur l'in-
tervalle ]0 ; +ool, vérifiant la condition (E) :

pour tout nombre réel x strictement positif, x f'(x) — f(x) = x*e*~.

1. Montrer que si une fonction f, définie et dérivable sur l'intervalle ]0 ; +ool,
vérifie la condition (E), alors la fonction g définie sur 'intervalle 10 ; +ool par
fx)

= —— vérifie
g(x) o vérifie

pour tout nombre réel x strictement positif, g'(x) =e?*,

2. En déduirel’ensemble des fonctions définies et dérivables surl'intervalle [0; +oo]

qui vérifient la condition (E).
3. Quelle est la fonction définie et dérivable sur I'intervalle ]0 ; +ool[ qui vérifie la

1
condition (E) et qui s’annule en 2 ?

Partie B :

On considere la fonction h définie sur I'intervalle [0 ; +oo[ par

1 e
h(x) = = xe** - = x.
2 2

On désigne par € sa courbe représentative dans un repére orthonormal (O, 1, ] )
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1. Déterminer, suivant les valeurs du nombre réel positif x, le signe de h(x).
1

2
2. a. Calculer, al'aide d'une intégration par parties, l'intégrale [ xe** dx et
0

1
en déduire f : h(x)dx.
0

b. En déduire, en unité d’aire, la valeur exacte de I'aire de la partie du plan
située en dessous de I’axe des abscisses et au dessus de la courbe €.

EXERCICE 4 5 points
Candidats n’ayant pas choisi 'enseignement de spécialité

Partie I : Restitution organisée de connaissances

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal direct (O, u, v )

Soient A, B et C trois points du plan d’affixes respectives a, b, c.
On suppose que A et B sont distincts, ainsi que A et C.

On rappelle que (;, E) =arg(b—a) [27].
— — c—a
Montrer que (AB , AC ) = arg(m) (27].

PartieIl :

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal direct (O, u, v )

On considere le point A d’affixe 1 +1i.
On associe, a tout point M du plan d’affixe z non nulle, le point M’ d’affixe

Le point M’ est appelé le point image du point M.

1. a. Déterminer, sous forme algébrique, I'affixe du point B’, image du point
B d’affixe i.

b. Montrer que, pour tout point M du plan d’affixe z non nulle, I'affixe z’
du point M’ est telle que z’ # 1.
2. Déterminer 'ensemble des points M du plan d’affixe z non nulle pour les-
quels I'affixe du point M’ est telle que |2'| = 1.

3. Quel est I'ensemble des points M du plan d’affixe z non nulle pour lesquels
Iaffixe du point M’ est un nombre réel ?

EXERCICE 4 5 points
Candidats ayant choisi 'enseignement de spécialité

Partie 1 : Restitution organisée de connaissances
Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal direct (O, u, v )
Prérequis:

On rappelle que I'écriture complexe d'une similitude directe du plan est de la forme
Z' = az+ B, ol a est un nombre complexe non nul et § est un nombre complexe.
Soient A, B, C, D quatre points du plan; on suppose d'une part que les points A et C
sont distincts et d’autre part que les points B et D sont distincts.

Démontrer qu’il existe une unique similitude directe s telle que s(A) =B et s(C) = D.
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Partiell :

Le plan complexe est rapporté au repere orthonormal direct (A; AB , AD ) ;
—_— — Vi

(AB, AD) = 3 2.

On consideére le point C tel que ABCD est un carré.

Soit E le milieu du segment [AD], on considere le carré EDGF tel que

—_— — T
(ED, EF) -2
2
1. a. Faire une figure en placgant les points A, B, C, D, E, E G. On completera la
figure au cours de l'exercice.

b. Préciser les nombres complexes a, b, ¢, d, e, f, g, affixes respectives des
points A, B, G, D, E, Fet G.

c. Montrer qu'il existe une unique similitude directe s du plan telle que s(D)
=FetsB)=D.

2. On se propose de préciser les éléments caractéristiques de la similitude di-
recte s.

a. Déterminer le rapport k et ’angle 6 de la similitude directe s.
b. Donner I'écriture complexe de cette similitude.

c. Déterminer, le centre Q de la similitude directe s.
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EXERCICE 1 6 points

Commun a tous les candidats

Les deux parties de cet exercice sont indépendantes.

Partie A :

On considere I'équation différentielle

X

B): y+y=e™.

1. Montrer que la fonction u définie sur I'ensemble des nombres réels R par
u(x) = xe™* est une solution de I'équation différentielle (E).

2. On considere I'équation différentielle (E') : y’ + y = 0. Résoudre I'équation dif-
férentielle (E').

3. Soit v une fonction définie et dérivable sur R. Montrer que la fonction v est
une solution de I'équation différentielle (E) si et seulement si la fonction v —u
est solution de I'équation différentielle (E').

4. En déduire toutes les solutions de I'équation différentielle (E).

5. Déterminer 'unique solution g de I'équation différentielle (E) telle que g(0) =
2.

Partie B:

On considére la fonction fj. définie sur I'ensemble R des nombres réels par
Je@) = (x+kje™

ol k est un nombre réel donné.
On note 6 la courbe représentative de la fonction fi dans un repere orthogonal.

1. Montrer que la fonction f; admet un maximum en x =1 — k.

2. On note My le point de la courbe 6. d’abscisse 1— k. Montrer que le point Mj
appartient a la courbe I' d’équation y = e™*.

3. Sur le graphique donné en annexe 1 (a rendre avec la copie), le repére est or-
thogonal mais 'unité sur I'axe des abscisses et sur I'axe des ordonnées ainsi
que les noms des courbes n'apparaissent pas. Sur ce graphique, on a tracé
deux courbes :

e lacourbel d’équation y =e™%;
o la courbe 6} d’équation y = (x + k)e™* pour un certain nombre réel k
donné.
a. Identifier les courbes et les nommer sur I'annexe 1 (a rendre avec la co-
pie).
b. En expliquant la démarche utilisée, déterminer la valeur du nombre réel
k correspondante ainsi que 1'unité graphique sur chacun des axes.

2
4. Alaide d’'une intégration par parties, calculer f (x +2)e”* dx. Donner une
0

interprétation graphique de cette intégrale.

EXERCICE 2 5 points

Commun a tous les candidats
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1. Restitution organisée de connaissances

Démontrer a I'aide de la définition et des deux propriétés ci-dessous que si
(uy) et (v,) sont deux suites adjacentes, alors elles sont convergentes et elles
ont la méme limite.
Définition : deux suites sont adjacentes lorsque 'une est croissante, I'autre
est décroissante et la différence des deux converge vers 0.
Propriété 1 : si deux suites (1) et (v,) sont adjacentes avec (u,) crois-
sante et (v,;) décroissante alors pour tout entier naturel n, v, > uy.
Propriété 2 : toute suite croissante et majorée converge; toute suite dé-
croissante et minorée converge.
Dans la suite de cet exercice, toute trace de recherche, méme incompléte, ou
d’initiative méme non fructueuse, sera prise en compte dans l'évaluation.

2. Dans les cas suivants, les suites (u,) et (v,) ont-elles la méme limite ? Sont-
elles adjacentes?
Justifier les réponses.

a. up=1-10"etv,=1+107";
1

b. uy=In(n+etv,=Inn+1)+—;
n

1 (=D"
C. unzl—;etvn=1+ p

3. On considere un nombre réel a positif et les suites (u,) et (v,) définies pour

1
a+—
n

. 1
tout nombre entie naturel  nonnul par: u, =1-—etv,=In
n

Existe-t-il une valeur de a telle que les suites soient adjacentes ?

EXERCICE 3 4 points
Commun a tous les candidats

Cet exercice est un questionnaire a choix multiple (QCM).

Pour chaque question, trois réponses sont proposées, une seule est exacte. Le candidat
portera sur la copie, sans justification, le numéro de la question suivi de la réponse
choisie. Il est attribué un point si la réponse est exacte, aucun point n'est enlevé pour
une réponse inexacte ou une absence de réponse.

1. Une urne contient 10 boules indiscernables au toucher : 7 sont blanches et 3
sont noires. On tire simultanément 3 boules de I'urne. La probabilité de tirer 2
boules blanches et 1 boule noire est égale a:

21 7 6 1 7 7 1
* — e — X — X — o — X — X —
40 10 9 3 10 10 3
2. De la méme urne, on tire une boule, on note sa couleur, on la remet dans
I'urne; on proceéde ainsia 5 tirages successifs avec remise. La probabilité d’avoir
obtenu 3 boules noires et 2 boules blanches est égale a :

3 2 2 3 3 2
e +0(50) =) - ©(55) <[]
10 10 10 10 10
3. De la méme urne, on tire une seule boule. Si elle est blanche, on lance un
dé cubique (dont les faces sont numérotées de 1 a 6). Si la boule est noire, on
lance un dé tétraédrique (dont les faces sont numérotées de 1 a 4). On suppose
les dés bien équilibrés. Le joueur gagne s’il obtient le numéro 1.

Sachant que le joueur a gagné, la probabilité qu'il ait tiré une boule blanche
est égale a:
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7 1
7 14 076
60 23 T 1 1 1

—X—4+=x-
2°6 2 4

4. On note X une variable aléatoire qui suit une loi exponentielle de parameétre
A. (A étant un nombre réel strictement positif). La probabilité de I'événement
[1< X <3]estégalea:

EXERCICE 4 5 points
Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

Dans le plan complexe muni d'un repére orthonormal direct (O, ;, 7), on consi-
dere le point A d’affixe 2 et le cercle € de centre O passant par A.
Dans tout I'exercice on note a le nombre complexe a = 1 +iv/3 et @ le nombre com-
plexe conjugué du nombre complexe a.
1. a. Démontrer que a® —4a = 2a — 8.
b. Démontrer que les points B et C d’affixes respectives « et @ appartiennent
au cercle €.
2. Soit D un point du cercle € d’affixe 2¢' ou1 6 est un nombre réel de I'intervalle
|—m; ml.
a. Construire sur la figure donnée en annexe 2 (a rendre avec la copie) le
point E image du point D par la rotation r de centre O et d’angle g

b. Justifier que le point E a pour affixe zg = ael?.

3. Soient F et G les milieux respectifs des segments [BD] et [CE].

a .
a. Justifier que le point F a pour affixe zr = 3 +elf,

ael + @
b. On admet que le point G a pour affixe zg = ——
. Zc—2 «a - .
Démontrer que 5 =5 On pourra utiliser la question 1. a.
ZF —

En déduire que le triangle AFG est équilatéral.
4. Dans cette question, toute trace de recherche, méme incomplete, ou d’initiative,
méme non fructueuse, sera prise en compte dans l'évaluation.

ATaide d'un logiciel de géométrie dynamique, on conjecture qu'’il existe une
position du point D, défini a la question 2, pour laquelle la longueur du coté
AF du triangle AFG est minimale.

On admet que AF?> =4 —3cos6 + v/3sin6.

On considere la fonction f définie sur l'intervalle [-7 ; +7x] par f(x) =4 —
3cosx+v/3sinx.

Le tableau ci-dessous donne les variations de la fonction f sur I'intervalle
[-7; +7]. Compléter ce tableau de variations. Permet-il de valider la conjec-
ture ? Justifier.

T 51
6 6 /4
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EXERCICE 4 5 points
Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité

Dans tout I’exercice, (O, ;, 7) est un repere orthonormal direct du plan complexe
(unité graphique : 4 cm).
On désigne par A le point d’affixe zp = 1.

1. On considere la transformation T du plan qui, a tout point M d’affixe z, asso-
cie le point d’affixe —z + 2.

a.

b.

C.

Déterminer les images respectives par la transformation T du point A et
du point Q d’affixe 1 +iv/3.

En déduire la nature et les éléments caractéristiques de la transformation
T.

Déterminer I'image par la transformation T du cercle € de centre O et
de rayon 1.

2. €’ désigne le cercle de centre O’ d’affixe 2 et de rayon 1.

a.

Construire le point A" appartenant au cercle €’ tel que : (6K , O’A’) =

g [modulo 27].

b. Atout point M du cercle € d’affixe z, on associe le point M’ du cercle €’

C.

d’affixe Z' tel que : (W, O’M’) = g [modulo 27].

z -

2
Déterminer le module et un argument de . En déduire que z' =

T Z
e'sz+2.
Préciser la nature et les éléments caractéristiques de la transformation r
qui a tout point M du plan d’affixe z associe le point M’ d’affixe z’ telle
ST
que z' =e'sz+2.

3. Dans cette question, toute trace de recherche, méme incomplete, ou d'initiative,
méme non fructueuse, sera prise en compte dans l'évaluation.

A tout point M du plan, on associe le point M; milieu du segment [MM'].
Quel est le lieu géométrique du point M; lorsque M décrit le cercle € ?
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ANNEXE 1 (Exercice 1)
(arendre avec la copie)
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ANNEXE 2 (Exercice 4)
(arendre avec la copie)

<

<]
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Exercice 1 5 points
Commun a tous les candidats.

Le plan complexe est rapporté a un repére orthonormal direct (O, u, v )

Partie A - Restitution organisée de connaissances

Prérequis

Soit z un nombre complexe tel que z = a + bi ot a et b sont deux nombre réels.
On note z, le nombre complexe défini par z = a — bi.

Questions
1. Démontrer que, pour tous nombres complexes z et z/, zx 2/ =z x z'.
2. Démontrer que, pour tout entier naturel z non nul, et tout nombre complexe
z, 2" =(2)".
Partie B

On considére 'équation (E) : z* = —4 oi1 z est un nombre complexe.

1. Montrer que si le nombre complexe z est solution de I'équation (E) alors les
nombres complexes —z et Z sont aussi solutions de I'équation (E).

2. On consideére le nombre complexe zp =1 +1i.
a. Ecrirele nombre complexe zy sous forme exponentielle.
b. Vérifier que z( est solution de I'équation (E).

3. Déduire des deux questions précédentes trois autres solutions de I'équation
(B).

Partie C

Soient A, B, C et D les points d’affixes respectives :

za=1+i; zg=-1+i;zc=-1—-ietzp=1-i.

Soit r la rotation du plan de centre C et d’angle de mesure — g
On appelle E I'image du point B par r et F celle du point D par r.
1. Déterminer I'écriture complexe de la rotation r.
2. a. Démontrer que 'affixe du point E, notée zg, est égale a —1 + V3
b. Déterminer l'affixe zr du point E
FAT2E st un nombre réel.
ZA— 2F
d. Que peut-on en déduire pour les points A, Eet F?

c. Démontrer que le quotient
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Exercice 2 3 points
Commun a tous les candidats.

Des robots se trouvent au centre de gravité O d’'un triangle de sommets S, I et X.
Chacun se déplace en trois étapes successives de la maniere suivante :

— a chaque étape, il passe par I'un des trois sommets S, I et X puis il rejoint le
point O;

— les robots sont programmés de telle sorte que, lors d'une étape, la probabilité
de passer par le sommet S est égale a celle de passer par le sommet X et la
probabilité de passer par le sommet S est le double de celle de passer par le
sommet I;

— les différentes étapes sont indépendantes les unes des autres;

— onne tient pas compte des passages par O.

Partie A - Un seul robot

Un seul robot se trouve au point O.
1. Démontrer qu’a chaque étape, la probabilité que le robot passe par le sommet
1
Iest égale a =

2. On note El'éveénement : « au cours des trois étapes, le robot passe successive-
ment par les 3 sommets S, I et X dans cet ordre ».

4
Démontrer que la probabilité de E est égale a =

3. Onnote Fl'évenement : « au cours des trois étapes, le robot passe exactement
par les 3 sommets S, I et X dans un ordre quelconque ».

Déterminer la probabilité de E

Partie B - Plusieurs robots

Des robots se trouvent au point O, leurs déplacements étant indépendants les uns
des autres.

Quel nombre minimal 7 de robots doit-il y avoir pour que la probabilité de I'éve-
nement : «au moins I'un des robots passe successivement par les sommets S, I et X
dans cet ordre » soit supérieure ou égale a 0,99?

Exercice 3 5 points
Enseignement obligatoire

Dans I'espace muni d'un repere orthonormal (O, 7, T, F), on considere :
— les points A(1;1; 1) et B(3;2;0);
— le plan (P) passant par le point B et admettant le vecteur AB pour vecteur nor-
mal;
— leplan (Q) d’équation: x—y+2z+4=0;
la sphere (S) de centre A et de rayon AB.

ot

. Montrer qu'une équation cartésienne du plan (P) est:2x+y—-z—-8=0

N

. Déterminer une équation de la sphere (S).

@

a. Calculer la distance du point A au plan (Q).
En déduire que le plan (Q) est tangent a la sphere (S).

b. Le plan (P) est-il tangent a la sphére (S) ?
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4. On admet que le projeté orthogonal de A sur le plan (Q), noté C, a pour coor-
données (0; 2; —1).

a. Prouver que les plans (P) et (Q) sont sécants.

b. Soit (D) la droite d’intersection des plans (P) et (Q).
Montrer qu'une représentation paramétrique de la droite (D) est :

X = t
y = 12-5¢ avecteR.
z = 4-3t

c. Vérifier que le point A n'appartient pas a la droite (D)

d. On appelle (R) le plan défini par le point A et la droite (D).
Laffirmation suivante est-elle vraie ou fausse ?
«Tout point du plan (R) est équidistant des points B et C».
Justifier votre réponse.

Exercice 3 5 points
Enseignement de spécialité

Les parties A et B sont indépendantes

Partie A

On considére 'équation (E) : 7x—6y = 1 ol x et y sont des entiers naturels.

1. Donner une solution particuliere de I'équation (E)

2. Déterminer I'ensemble des couples d’entiers naturels solutions de I'équation
(B).

Partie B

Dans cette partie, on se propose de déterminer les couples (n, m) d’entiers naturels
non nuls vérifiant la relation : 7? -3 x 2™ =1 (F).

1. On suppose m < 4.
Montrer qu’il y a exactement deux couples solutions.
2. On suppose maintenant que m > 5.
a. Montrer que sile couple (n, m) vérifie la relation (F) alors
7"=1 (mod 32).
b. En étudiant les restes de la division par 32 des puissances de 7, montrer
que si le couple (n, m) vérifie la relation (F) alors n est divisible par 4.
c. En déduire que si le couple (n, m) vérifie la relation (F) alors
7"=1 (mod5).
d. Pour m > 5, existe-t-il des couples (n, m) d’entiers naturels vérifiant la
relation (F) ?

3. Conclure, c’est-a-dire déterminer 'ensemble des couples d’entiers naturels
non nuls vérifiant la relation (F).
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Exercice 4 7 points
Commun a tous les candidats.

Lannexe qui suit sera complétée et remise avec la copie a la fin de I'épreuve

Partie A

1. On considere la fonction g définie sur [1; +oo[ [par

gx)=I2x)+1-x

a. Cette question demande le développement d’une certaine démarche com-
portant plusieurs étapes. La clarté du plan d’étude, la rigueur des raison-
nements ainsi que la qualité de la rédaction seront prises en compte dans
la rédaction.

Démontrer que I'équation g(x) = 0 admet sur [1 ; +oco[ une unique solu-
tion notée a.

b. Démontrer que In(2a) +1 = a.
2. Soit la suite (u,) définie par uy = 1 et pour tout entier naturel n, par

Une1 =InQu,) + 1.
On désigne par (I') la courbe d’équation y =In(2x) + 1 dans un repére ortho-

—

normal (O, 1, ] ) Cette courbe est donnée dans I’annexe.

a. En utilisant la courbe (I') ,construire sur 1'axe des abscisses les quatre
premiers termes de la suite.

b. Démontrer que pour tout entier naturel n, 1 < u, < Up+1 < 3.

c. Démontrer que la suite (1) converge vers a.

Partie B
On considére la fonction f définie sur [1 ; +oo[ par

fx)=x-1e™*

On désigne par (¥) la courbe représentative de la fonction f dans un repere ortho-

—

normal (O, 1, ] ) Cette courbe est donnée dans I’annexe.

1. Pour tout nombre réel x supérieur ou égal a 1, on pose :

X X
F(x)=f f(t)dtzf (t—1e'~tdr
1 1

a. Démontrer que la fonction F est croissante sur [1; +ool.
b. Montrer al'aide d'une intégration par parties que pour tout réel x appar-
tenant a [1; +ool, F(x) = —xel ¥ +1.
1
c. Démontrer quesur [1; +oo[,'équation F(x) = 3 est équivalente al’équa-
tionln(2x) +1 = x.

2. Soit un réel a supérieur ou égal a 1. On considere la partie 2, du plan limitée
par la courbe (€), 'axe des abscisses et les droites d’équation x =1 et x = a.

Déterminer a tel que l'aire, en unités d’aires, de 9, soit égale a 3 et hachurer

9, sur le graphique.
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ANNEXE

Cette page sera complétée et remise avec la copie a la fin de I'épreuve

EXERCICE 4
//
/ ] (I
3 !
//
—_—— (¥)
\\?—
-1 0 | . 3 4 0 6 [
|

w
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EXERCICE 1 7 points
Commun a tous les candidats

PARTIE A - Restitution organisée des connaissances

On suppose connues la dérivée de la fonction exponentielle et la formule de dériva-
tion de u o v ainsi que ses conditions d’utilisation.

On suppose savoir que la fonction In est dérivable sur |0 ; +oo[ et que pour tout x de
10; +oo[ona:exp(nx) = x.

A partir de ces quatre arguments, montrer que la dérivée de la fonction In est la

. . s 1
fonction définie sur ]0 ; +oo[ qui a x associe —.
X

PARTIE B - Etude de fonction

On consideére la fonction f définie sur ]0 ; +oo[ par

Inx
f(X) =X+ T

Le but du probleme est I'étude de cette fonction et le calcul d'une aire.
On note € la courbe représentative de la fonction f dans le plan muni d'un repere

—

orthonormal (O, T, J ) d’'unité graphique 3 cm.

I - Etude d’'une fonction auxiliaire

On consideére la fonction g définie sur ]0 ; +ool par

gx)=x*+1-Inx.
1. Etudier les variations de gsur]0; +ool.

2. En déduire le signe de g sur ]0; +ool.

II - Etude de la fonction f et tracé de sa courbe représentative €

1. Déterminer la limite en 0 de la fonction f. Quelle est l'interprétation gra-
phique de ce résultat?

2. Déterminerlalimite en +oco de f puis montrer que la droite 2 d’équation y = x
est asymptote a la courbe 6.

3. Soit f' la fonction dérivée de la fonction f. Calculer f'(x) pour tout réel x de
10; +ool.

4. En déduire le sens de variation de f sur ]0 ; +ool[ puis dresser le tableau de
variations de la fonction f.

5. Déterminer le point A de la courbe ¥ en lequel la tangente 9 est paralléle a
la droite 2.
6. Dans le repere (O, 7, 7) tracer les droites 2 et 9 et la courbe 6.

III - Calcul d’une aire

¢lnx 1
1. Montrer quef —dx=—.
1 X 2
2. En déduire l'aire de la région du plan délimitée par les droites d’équation x =

1)
x = e, 'axe des abscisses et la courbe ¥. On exprimera cette aire en cm?2. Ha-
churer cette région sur le graphique.
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EXERCICE 2 4 points
Commun a tous les candidats

Lexercice comporte quatre propositions indépendantes.
Indiquer pour chacune d’elles si elle est vraie ou fausse en justifiant la réponse
choisie.

1. Lensemble des points M d’affixe z du plan complexe rapporté au repere or-
thonormé (O, u, v ), vérifiant |z — 2| = |z — 2i| est la droite d’équation y = x.
2. SiA, B et C sont trois points deux a deux distincts du plan complexe d’affixes

b—a
a, b et ¢ vérifiant —— = -3 alors A, B et C sont alignés.

3. Lespace est rapporté au repére orthonormal (O, 7, 7, k )

La droite de 'espace passant par le point B de coordonnées (2; 3; 4) et ad-
mettant le vecteur u (1; 2; 3) comme vecteur directeur a pour représentation

paramétrique :
x = t+1
y = 2t+1 teR.
z = 3t+1

4. Lespace est rapporté au repere orthonormal (O, 7, 7, k )

Lasphere de centre A(1;1; 1) etderayon 10 est tangente au plan &2 d’équation
xX+y+z—-1=0.

EXERCICE 3 5 points
Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

On considere la suite de nombres réels (u,,) définie sur N par :

1 . 1
up=-1, ug = > et, pour tout entier naturel n, uy42 = Upt1 — 2 Up.

1. Calculer u, et en déduire que la suite (u,) n'est ni arithmétique ni géomé-
trique.

2. On définit la suite (v,) en posant, pour tout entier naturel 7 :

Un = Up+1 — > Un.

o

. Calculer vy.

o

. Exprimer v,4; en fonction de vy,.
c. En déduire que la suite (v,;) est géométrique de raison %
d. Exprimer v, en fonction de n.

3. On définit la suite (w;) en posant, pour tout entier naturel 7 :

Un
w,=—.
Un
a. Calculer wy.
b. En utilisant I'égalité u,+; = v, + 3 up, exprimer wy4) en fonction de u,
etde vy,.

c. En déduire que pour tout nde N, wy+1 = wy, +2.
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d. Exprimer w;, en fonction de n.

4. Montrer que pour tout entier naturel n

2n—1
Uy = T
k=n
5. Pour tout entier naturel n, on pose : S, = Z Up=Ug+ U+ +Up.
k=0

Démontrer par récurrence que pour tout n de N

2n+3
Sp=2- .
21’1

EXERCICE 4 4 points
Commun a tous les candidats

Dans cet exercice, les résultats approchés seront donnés a 0,0001 preés.

Lors d’'une épidémie chez des bovins, on s’est apercu que si la maladie est diag-
nostiquée suffisamment tot chez un animal, on peut le guérir; sinon la maladie est
mortelle.
Un test est mis au point et essayé sur un échantillon d’animaux dont 1 % est porteur
de la maladie.
On obtient les résultats suivants :

« siun animal est porteur de la maladie, le test est positif dans 85 % des cas;

¢ siun animal est sain, le test est négatif dans 95 % des cas.

On choisit de prendre ces fréquences observées comme probabilités pour la popu-
lation entiéere et d'utiliser le test pour un dépistage préventif de la maladie.
On note :

M I'évenement : «'animal est porteur de la maladie » ;

T I'événement : «le test est positif ».

1. Construire un arbre pondéré modélisant la situation proposée.

2. Un animal est choisi au hasard.

a. Quelle est la probabilité qu’il soit porteur de la maladie et que son test
soit positif?
b. Montrer que la probabilité pour que son test soit positif est 0,058.

3. Un animal est choisi au hasard parmi ceux dont le test est positif. Quelle est la
probabilité pour qu’il soit porteur de la maladie ?

4. On choisit cinq animaux au hasard. La taille de ce troupeau permet de consi-
dérer les épreuves comme indépendantes et d’assimiler les tirages a des ti-
rages avec remise. On note X la variable aléatoire qui, aux cinq animaux choi-
sis, associe le nombre d’animaux ayant un test positif.

a. Quelle est la loi de probabilité suivie par X ?
b. Quelle est la probabilité pour qu’au moins un des cinq animaux ait un
test positif?

5. Le cofit des soins a prodiguer a un animal ayant réagi positivement au test
est de 100 euros et le cotit de I'abattage d’'un animal non dépisté par le test
et ayant développé la maladie est de 1000 euros. On suppose que le test est
gratuit.

D’apres les données précédentes, la loi de probabilité du cofit a engager par
animal subissant le test est donnée par le tableau suivant :
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Cofit

0

100

1000

Probabilité

0,9405

0,0580

0,0015

a. Calculer I'espérance mathématique de la variable aléatoire associant a
un animal le colit a engager.

b. Un éleveur possede un troupeau de 200 bétes. Si tout le troupeau est sou-

mis au test, quelle somme doit-il prévoir d’engager ?

Antilles-Guyane
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EXERCICE 1 5 points
Commun a tous les candidats

—>—>—>)

L'espace est rapporté au repere orthonormal (O, 1,7,
On considere les plans P et Q d’équations respectives :

xX+y+z=0 et 2x+3y+z—-4=0.

1. Montrer que l'intersection des plans P et Q est la droite D dont une représen-
tation paramétrique est :

x = —-4-2t
y = 4+t ou testun nombre réel.
z = t

2. Soit A un nombre réel.
On considere le plan Py d’équation: (1-A)(x+y+2)+A2x+3y+2z—-4) =0.

a. Vérifier que le vecteur ;(1 +A;1+2A; 1) est un vecteur normal du plan
P,.

b. Donner une valeur du nombre réel A pour laquelle les plans P et P, sont
confondus.

c. Existe-t-il un nombre réel A pour lequel les plans P et P, sont perpendi-
culaires?

3. Déterminer une représentation paramétrique de la droite D', intersection des
plans Pet P_;.

Montrer que les droites D et D'sont confondues.

4. Dans cette question, toute trace de recherche, méme incomplete, ou d'initiative
méme non fructueuse, sera prise en compte dans l'évaluation.
On considere le point A(1; 1; 1).
Déterminer la distance du point A a la droite D, c’est-a-dire la distance entre
le point A et son projeté orthogonal sur la droite D.

EXERCICE 2 4 points
Commun a tous les candidats

Cet exercice est un questionnaire a choix multiple (QCM).

Pour chaque question une seule des quatre propositions est exacte. Le candidat por-
tera sur la copie, sans justification, le numéro de la question et la réponse choisie. Il est
attribué un point si la réponse est exacte, aucun point n'est enlevé pour une réponse
inexacte ou une absence de réponse.

Dans une féte foraine, Luc décide de participer a un jeu qui se déroule de la maniere
suivante :
Luc tire au hasard un jeton dans une urne contenant quatre jetons rouges et deux
jetons bleus.
« Silejeton tiré est bleu. Luc gagne et le jeu s’arréte ; sinon, sans remettre dans
I'urne le premier jeton tiré, il tire au hasard un deuxiéme jeton dans 'urne.
» Sile deuxiéme jeton tiré est bleu, Luc gagne et le jeu s’arréte; sinon, sans re-
mettre dans 'urne les deux jetons précédents, il tire au hasard un troisieme
jeton dans l'urne.



Baccalauréat S : I'intégrale 2010 A.PM.E.P

» Sile troisieme jeton est bleu, Luc gagne et le jeu s’arréte ; sinon, le jeu s’arréte
et Luc a perdu.

1. La probabilité que Luc gagne a ce jeu a I'issue du deuxieme tirage est :

19 2 11 4

15 5 ‘15 '15

2. La probabilité que Luc gagne a ce jeu a I'issue du troisieme tirage est :

1 1 2 1
5 2 15 9
3. La probabilité que Luc gagne a ce jeu apres avoir effectué au moins deux ti-
rages est:
3 1
5 15 15 3

4. La probabilité que Luc gagne a ce jeu, sachant qu’il a obtenu un jeton rouge
au premier tirage est :

7 7 11 5
10 15 15 9
EXERCICE 3 6 points

Commun a tous les candidats

Pour tout nombre réel k strictement positif, on considere la fonction fj définie sur
I'intervalle 10 ; +oo[ par

fe(x) =In(x) - kx* + 1.
Partie A

1. Déterminer la limite de la fonction f} en 0.

1
2. Onrappelle que lim nx) =0.
Xx—+00 X
. . In(x)
Démontrer que lim >— =0
Xx—+00 X

En déduire la limite de la fonction fi en +oo.
) i e o 1-2kx?
3. Montrer que, pour tout nombre réel x strictement positif, fk(x) =,
4. Pour un nombre réel k strictement positif : on donne ci-dessous le tableau de
variations de la fonction fj.

1
X 0 V2k +00
1-1In(2k)
Jie(x) 2

Justifier les renseignements sur les variations de la fonction f figurant dans
ce tableau.
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5. On a tracé ci-dessous la courbe € représentative d'une fonction fj pour une

1
certaine valeur du nombre réel k strictement positif. Le point A(l ; 5) appar-
tient a la courbe 6.

Quelle est la valeur du nombre réel k correspondant ? Justifier la démarche.

L A6
2 I

|

|
(0] 1

Partie B

1
Dans cette partie on pose k = 3

1
1. Calculer fl In(x) dx. On pourra utiliser une intégration par parties.
2

2. Calculer, en unité d’aire, la mesure de 'aire du domaine délimité par la courbe
représentative de la fonction f1 I'axe des abscisses et les droites d’équation
2

1
x=—etx=1.
2

EXERCICE 4 5 points
Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal (O, ;, 7) ; unité graphique:
8 centimetres.

On consideére la transformation f du plan qui a tout point M d’affixe z associe le
point M’ d’affixe z’ telle que

Z = g(—1+i)z.

1. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la transformation f.

2. On définit la suite de points (M},) de la facon suivante : Mj est le point d’affixe
zg = 1 et, pour tout nombre entier naturel n, M, = f (M,). Onnote z, I'affixe
du point M,,.

. . 1\" i(30m)
a. Justifier que, pour tout nombre entier naturel n, z;, = 3 e\ 1

b. Construire les points My, My, M, M3 et M.
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3. Dans cette question, toute trace de recherche méme incomplete, ou d’'initiative
meme non fructueuse, sera prise en compte dans l'évaluation.
Soient 7 et p deux entiers naturels. A quelle condition sur 7 et p les points M,
et M), sont-ils alignés avec I'origine O du repére?

EXERCICE 4 5 points
Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

Le plan complexe est rapporté a un repere orthonormal (O, ;, 7) ; unité graphique:
4 centimetres.

On considere la transformation f du plan qui, a tout point M d’affixe z, associe le
point M’ d’affixe z’ telle que

,_ V2

z =—(-1+1i)z.
2( )

1. Montrer quela transformation f estunerotation dont on déterminerale centre
et'angle.

2. On définit la suite de points (M) de la facon suivante : M, est le point d’affixe
zo = 1 et, pour tout nombre entier naturel n, M+ = f (M,). Onnote z, I'affixe
du point M,,.

s(3nm
a. Justifier que, pour tout nombre entier naturel n, z;, = el*5),
b. Construire les points My, My, M, M3 et M.
c. Montrer que pour tout nombre entier naturel #, les points M, et Mj+g

sont confondus.

3. Dans cette question, toute trace de recherche méme incomplete, ou d’'initiative
méme non fructueuse, sera prise en compte dans l'évaluation.
Prouver que les triangles My M; M, et M7 My M; ont la méme aire. Préciser la
valeur exacte de cette aire.
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EXERCICE 1 6 points
Commun a tous les candidats

Soit f la fonction définie sur 'intervalle ]0 ; +oo[ par

f(x) =x1-Inx).

La courbe représentative € de la fonction f est donnée en annexe 1 (a rendre avec
la copie).

Partie 1 : Etude de la fonction f

1. Etudier le signe de f(x) suivant les valeurs du nombre réel x.

2. Déterminer les limites de la fonction f aux bornes de son ensemble de défini-
tion.

3. Déterminer la dérivée de la fonction f sur l'intervalle 10 ; +oo[ et dresser le
tableau de variations de la fonction f sur I'intervalle ]0 ; +ool.
4. Soit a un nombre réel strictement positif. On considere la tangente (7,;) au
point A de la courbe € d’abscisse a.
a. Déterminer, en fonction du nombre réel a, les coordonnées du point A/,
point d’intersection de la droite (T,) et de 'axe des ordonnées.
b. Expliciter une démarche simple pour la construction de la tangente (7).
Sur 'annexe 1 (2 rendre avec la copie) construire la tangente (7,) au
point A placé sur la figure.

Partie Il : Un calcul d’aire

Soit a un nombre réel strictement positif. On note </ (a) la mesure, en unité d’aire,
del’aire delarégion du plan limitée par la courbe ¥, 1'axe des abscisses et les droites
d’équations respectives x = a et x = e.

e
1. Justifier que &/ (a) = f f(x)dx, en distinguant le cas a < e etle cas a > e.
a

2. Alaide d’une intégration par parties, calculer </ (a) en fonction de a.

EXERCICE 2 5 points
Commun a tous les candidats

Soit (uy) la suite définie par ug = 5 et pour tout nombre entier naturel », par u,+1 =
Au, -1

Up+2°

4x—1
Si f est la fonction définie sur l'intervalle ] — 2 ; +ool par f(x) = , alors on a,

pour tout nombre entier naturel n, u,1 = f (1y).
On donne en annexe 2 (a rendre avec la copie) une partie de la courbe représentative
% dela fonction f ainsi que la droite A d’équation y = x.

1. a. Surl'axe des abscisses, placer uy puis construire u;, uy et uz en laissant
apparents les traits de construction.

b. Quelles conjectures peut-on émettre sur le sens de variation et sur la
convergence de la suite (u,) ?

2. a. Démontrer par récurrence que, pour tout nombre entier naturel n, on a
u,—1>0.
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b. Dans cette question, toute trace de recherche, méme incompléte, ou d'ini-
tiative méme non fructueuse, sera prise en compte dans l'évaluation.

Valider par une démonstration les conjectures émises a la question 1. b.

3. Dans cette question, on se propose d’étudier la suite (#,) par une autre mé-

thode, en déterminant une expression de u, en fonction de n.
1

Pour tout nombre entier naturel n, on pose vy, = 1
Uy —

a. Démontrer que la suite (v;) est une suite arithmétique de raison 3
b. Pour tout nombre entier naturel n, exprimer v, puis u, en fonction de
n.

c. En déduire la limite de la suite (u;,).

EXERCICE 3 4 points
Commun a tous les candidats

Lespace est rapporté a un repere orthonormal (O, T, 7, F)
Soit (#) le plan d’équation : 3x+y—2z—1 =0 et (2) la droite dont une représentation
paramétrique est

x = —t+1
y = 2t ol ¢ désigne un nombre réel.
zZ = —r+2

1. a. Lepoint C(1; 3; 2) appartient-il au plan (£?) ? Justifier.
b. Démontrer que la droite (2) est incluse dans le plan (£2).

2. Soit (2) le plan passant par le point C et orthogonal a la droite (2).
a. Déterminer une équation cartésienne du plan (2).

b. Calculer les coordonnées du point I, point d’intersection du plan () et
de la droite (2).

c. Montrer que CI = v/3.

3. Soit t un nombre réel et M; le point de la droite (2) de coordonnées (—t +
1;2t; —t+2).

a. Vérifier que pour tout nombre réel t, CM? =61 — 121 +9.

b. Montrer que CI est la valeur minimale de CM; lorsque t décrit]’ensemble
des nombres réels.

EXERCICE 4 5 points
Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité

Le plan complexe est rapporté au repere orthonormal direct (O, u, v )

1. On consideére le point I d’affixe i et le point A d’affixe zx = v/3 + 2i.
a. Montrer que le point A appartient au cercle I' de centre le point I et de
rayon 2.

Sur une figure (unité graphique 1 cm), qu'on complétera au fur et a me-
sure de l'exercice, placer le point I, tracer le cercle I, puis construire le
point A.

7
b. On considere la rotation r de centre le point I et d’angle 2

Démontrer que le point B image du point A par la rotation r a pour affixe
zg=-1+i(V3+1).
Justifier que le point B appartient au cercle T'.
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c. Calculer I'affixe du point C symétrique du point A par rapport au point I.
d. Quelle estla nature du triangle ABC? Justifier.

2. Dans cette question, toute trace de recherche, méme incomplete, ou d'initiative
méme non fructueuse, sera prise en compte dans l'évaluation.

On considere les points E et F tels que : AE =1IB etAF =BI.
Que peut-on conjecturer pour les droites (BF) et (CE) ?
Valider cette conjecture a I'aide d'une démonstration.

EXERCICE 4 5 points
Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité

Dans le plan complexe muni d'un repére orthonormal direct (O, u, v ), on consi-

dere les deux rectangles OABC et DEFG ou les points A, B, C, D, E, E G ont pour
affixes respectives

5 5
A = -2, ZB = _2+i! ZC:i» Zp = 1, <E :1+Si’ ZF = E+31’ZG: E
Voir la figure donnée en annexe 3.

1. On considere la similitude directe s transformant O en D et A en E.
3
a. Justifier que I’écriture complexe de la similitude s est: z' = — Eiz +1.

b. Déterminer I'angle et le rapport de la similitude s.

c. Quelle est'image du rectangle OABC par la similitude s?

. - - ia e 2._ 5,
2. On considere la similitude indirecte s’ d’écriture complexe z' = —glz + 51.

a. Déterminer I'image du rectangle DEFG par la similitude s'.

b. On considere la similitude g = s'o s.
Déterminer I'image du rectangle OABC par la similitude g.

c. Dans cette question, toute trace de recherche, méme incompléte, ou d'ini-
tiative méme non fructueuse, sera prise en compte dans l'évaluation.
La similitude g a-t-elle des points fixes ? Que peut-on en conclure pour
g?
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ANNEXE 1 (Exercice 1)
(arendre avecla copie)

1,5 4

1,0 -
fl@
0,5

_1,0 .

-2,5 4+
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ANNEXE 2 (Exercice 2)
(a rendre avec la copie)
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ANNEXE 3 (Exercice 4)
Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité

<|

=)
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EXERCICE 1 3 points
Commun a tous les candidats

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse et donner
une démonstration de la réponse choisie. Une réponse non démontrée ne rapporte
aucun point.

1. On considere la suite () définie pour tout entier naturel n par :

fo = 0 et pour tout entier naturel n, t,.1=t, +— .
0 p n+1 n n+)(n+2)

n

Proposition 1 : Pour tout entier naturel n, ¢, = 1
n

2. On consideére trois suites (1), (v,) et (w,) définies sur N telles que :

pour tout entier naturel n, u, < w;, < v,.
Proposition 2 : Si les suites (u,)et (v,) sont adjacentes alors la suite (w;) est
convergente.

3. Soient f et g deux fonctions définies et continues sur I'intervalle [0; 1].

1 1
Proposition 3 : Si f f)dx = f g(x)dx alors f = g sur l'intervalle [0; 1].
0 0

EXERCICE 2 5 points
Commun a tous les candidats

Le plan complexe est muni d'un repere orthonormé direct (O, u, v ) (unité : 1 cm).
On fera une figure que I'on complétera au fur et a mesure des questions.

On considere les points A, B, S et Q d’affixes respectives a = -2 +4i, b= —4+2i,
s=-5+bietw=-2+2i.

Soit h 'homothétie de centre S et de rapport 3.
On appelle C I'image du point A par & et D I'image du point B par h.

1. a. Déterminer I'écriture complexe de h.
b. Démontrer que le point C a pour affixe ¢ =4+ 2i et que le point D a pour
affixe d = -2 - 4i.
2. Démontrer que les points A, B, C et D sont sur un méme cercle dont on préci-
sera le centre et le rayon.
3. Démontrer que la droite (SQ) est la médiatrice du segment [AB].
4. Soit P le milieu du segment [AC].

a. Déterminer I'affixe p du point P.

- 1 _—
b. Démontrer que Z Z =— Ei' En déduire une mesure de ’angle (BD ; PQ )
5. Soit Q le milieu du segment [BD].

Que représente le point Q pour le triangle PQS?
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EXERCICE 3 5 points
Commun a tous les candidats

Un jeu consiste a tirer simultanément 4 boules indiscernables au toucher d'un sac
contenant une boule noire et 9 boules blanches, puis a lancer un dé bien équilibré a
six faces numérotées de 1 a 6.

Sila boule noire est tirée, il faut obtenir un nombre pair avec le dé pour gagner. Si la
boule noire n’est pas tirée, il faut obtenir un six avec le dé pour gagner.

On appelle N I'événement «la boule noire figure parmi les boules tirées » et G I'éve-
nement «le joueur gagne ».

1. a. Déterminer la probabilité de I'évenement N.

3
b. Démontrer que la probabilité de I'événement G est égale a o' On pourra
s’aider d'un arbre pondéré.

c. Le joueur ne gagne pas. Quelle est la probabilité qu’il ait tiré la boule
noire?

2. Pour jouer a ce jeu, une mise de départ de m euros est demandée, oul m est un
réel strictement positif.
Sile joueur gagne, il recoit 4 euros.
S’il ne gagne pas mais qu'’il a tiré la boule noire, le joueur récupére sa mise.

S’il ne gagne pas et qu’il n'a pas tiré la boule noire, le joueur perd sa mise.

On appelle X la variable aléatoire donnant le gain algébrique du joueur.
a. Déterminer la loi de probabilité de X.
b. Exprimer I'espérance mathématique de X en fonction de m.

c. On dit que le jeu est équitable si 'espérance mathématique de X est
nulle.

Déterminer m pour que le jeu soit équitable.

3. Soit 7 un entier naturel non nul.

On joue n fois a ce jeu sachant qu’apres chaque partie les boules sont remises
dans le sac.

Déterminer la valeur minimale de n pour laquelle la probabilité de gagner au
moins une fois est supérieure a 0,999.

EXERCICE 4 7 points
Commun a tous les candidats

Partie 1
Soit g la fonction définie sur [0 ; +oo[ par g(x) = e* — xe* + 1.
1. Déterminer la limite de g en +oo.
2. Etudier les variations de la fonction g.
3. Donner le tableau de variations de g.
4

a. Démontrer que I'équation g(x) = 0 admet sur [0 ; +oo[ une unique solu-
tion. On note «a cette solution.

b. Alaide de la calculatrice, déterminer un encadrement d’amplitude 1072
de a.
. a 1
c. Démontrer que e = ——.
a-1
5. Déterminer le signe de g(x) suivant les valeurs de x.
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Partie 2

Soit A la fonction définie et dérivable sur [0; +oo[ telle que A(x) =

eX+1
1. Démontrer que pour tout réel x positif ounul, A’(x) ale méme signe que g(x),
ol g est la fonction définie dans la partie 1.

2. En déduire les variations de la fonction A sur [0 ; +ool.

Partie 3

On consideére la fonction f définie sur [0; +oo[ par f(x) = — 1
e

On note (¥) sa courbe représentative dans un repére orthonormé (O, 1,] )
La figure est donnée en annexe.
Pour tout réel x positif ou nul, on note :

M le point de (¥¢) de coordonnées (x; f(x)),
P le point de coordonnées (x ; 0),
Q le point de coordonnées (0; f(x)).
1. Démontrer que 'aire du rectangle OP M Q est maximale lorsque M a pour abs-
cisse a.
On rappelle que le réel a a été défini dans la partie 1.
2. Le point M a pour abscisse a.
La tangente (T) en M ala courbe (¥) est-elle paralléle a la droite (PQ) ?

Dans cette question, toute trace de recherche, méme incomplete, ou d'initiative,
méme non fructueuse, sera prise en compte dans l'évaluation.
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ANNEXE

Cette page ne sera pas a rendre avec la copie.

Exercice 4
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Durée : 4 heures

o» Baccalauréat S Amérique du Sud ev
Novembre 2010

Exercice 1 5 points

Commun a tous les candidats

On admet que si D et D' sont deux droites non coplanaires, il existe une unique droite
A perpendiculaire a9 et ?'. Si A coupe D en le point I et @' en le point ], la distance
I est appelée distance de 9 a 2'.

Lespace est rapporté au repere orthonormal (O, 7, 7, ?)
On note 2 la droite des abscisses et 2’, la droite de représentation paramétrique
X = -t
y = 3+3t ,teR.
z = 1-t
1. Justifier que les droites 2 et 2’ ne sont pas coplanaires.
2. On considére la droite A perpendiculaire commune a 2 et 2'. Prouver qu’il
existe deux réels b et c tels que le vecteur w = bT +ck soit un vecteur direc-

teur de A.
3. a. Vérifier que le plan &2 d’équation : —3y + z = 0 est un plan contenant la
droite 2.
b. Déterminer les coordonnées du point d’intersection J de la droite 2’ et
du plan 2.

c. Justifier que la droite passant par J, de vecteur directeur w est sécante a
2 en un point I et qu’elle est la perpendiculaire commune a 2 et 2'.

d. En déduire la distance de 2 a 2.
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Exercice 2 5 points
Candidats n’ayant pas suivi 'enseignement de spécialité
Le plan est muni d'un repere orthonormal direct (O, u, v )

Soit A, B et P les points d’affixes respectives a =5+5i, b=5—5iet p = 10.
On consideére un point M, distinct de O, d’affixe z.
On note U le point d’affixe u, image du point M par la rotation Ry de centre A et

d’angle de mesure —z.

On note T le point d’affixe ¢, image du point M par la rotation Rg de centre B et
d’angle de mesure g

Soit D le symétrique du point M par rapport a O.

1. Démontrer que l'affixe du point U est u = i(10 — z) ; exprimer en fonction de
z l'affixe du point T puis justifier que le quadrilatere MUDT est un parallélo-
gramme de centre O.

2. Déterminer 'ensemble I' des points M d’affixe z tels que : zz—5z -5z =0.
Justifier que le quadrilatere OAPB est inscrit dansT'.

3. On suppose que le point M est distinct de O, A et P. Les points O, M et U sont
donc distincts deux a deux.

. NPT . u
a. Démontrer que les points O, M et U sont alignés si et seulement si — =
z

SN

b. Démontrer que les points O, M et U sont alignés si et seulement si M
appartientaTl.

4. Déterminer I'ensemble des points M du plan tels que OMU soit un triangle
isocele en O. Quelle est dans ce cas la nature du quadrilatere MUDT ?
u
5. Déterminer I'ensemble des nombres complexes z tels que — soit un imagi-

z
naire pur. En déduire la nature du quadrilatere MUDT dans le cas o M est
un point de la droite (OP) privée de O et P.

Prouver finalement qu'il existe une unique position du point M telque MUDT
soit un carré.

Exercice 2 5 points
Candidats ayant suivi 'enseignement de spécialité

Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, on pose A(n) = nt+1.
L'objet de 'exercice est I'étude des diviseurs premiers de A(n).

1. Quelques résultats

a. Etudier la parité de I'entier A(n).

b. Montrer que, quel que soit 'entier n, A(n) n’est pas un multiple de 3.
c. Montrer que tout entier d diviseur de A(n) est premier avec 7.
d

. Montrer que, pour tout entier d diviseur de A(n) :

n®=1 modd.

2. Recherche de critéres

Soit d un diviseur de A(n). On note s le plus petit des entiers naturels non nuls
k tels que n* = mod d.
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a. Soit k un tel entier. En utilisant la division euclidienne de k par s, mon-
trer que s divise k.

b. En déduire que s est un diviseur de 8.

c. Montrer que si, de plus, d est premier, alors s est un diviseur de d — 1. On
pourra utiliser le petit théoréme de Fermat.

3. Recherche des diviseurs premiers de A(n) dans le cas o1 n est un entier pair.
Soit p un diviseur premier de A(n). En examinant successivement les cas s =
1, s =2 puis s = 4, conclure que p est congru a 1 modulo 8.

4. Dans cette question toute trace de recherche, méme incomplete, sera prise en
compte dans l'évaluation.
Appliquer ce qui précede a la recherche des diviseurs premiers de A(12).

Indication :1aliste des nombres premiers congrus a 1 modulo 8 débute par 17,
41,73, 89, 97, 113, 137, ...

Exercice 3 5 points
Commun a tous les candidats

Un internaute souhaite faire un achat par I'intermédiaire d’internet. Quatre sites de
vente, un francais, un allemand, un canadien et un indien présentent le matériel
qu’il souhaite acquérir. Lexpérience a montré que la probabilité qu’il utilise cha-
cun de ces sites vérifie les conditions suivantes (les initiales des pays désignent les
évenements «l'achat s’effectue dans le pays ») :

P(F)=P(A), PF)= %P(C) et P(C)=P().

1. Calculer les quatre probabilités P(F), P(A), P(C) et P(I).

2. Sur chacun des quatre sites, 'internaute peut acheter un supplément pour son
matériel. Ses expériences précédentes conduisent a formuler ainsi les proba-
bilités conditionnelles de cet événement, noté S :

Pr(8)=0,2 ; Pa(9)=0,5 ; Pc(§=01 ; Pr(8=0,4

a. Déterminer P(Sn A).
17
b. Montrer que p(S) = —.
que p(S) =5
c. Linternaute a finalement acheté un supplément. Déterminer la proba-

bilité qu’il 'ait acheté sur le site canadien.

3. Sur 1000 internautes ayant acheté ce matériel, on a établi la statistique sui-

vante :
Sit
! e’s Site canadien Site indien
européens
Effectif
d’acheteurs 335 310 355

a. On note respectivement fi, f> et f3 les fréquences associées aux effectifs
précédents. On pose :
k=3 1\2
a‘=y (fk - 5) . Calculer d? puis 1000d?.
k=1
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b. On simule 3 000 fois I'expérience consistant a tirer un nombre au hasard
parmi {1 ; 2 ; 3} avec équiprobabilité. Pour chacune de ces simulations
on obtient une valeur de 1000d2. Voici les résultats :

Minimum | Premier Premier Médiane | Troisieme | Neuvieme| Maximum
décile quartile quartile décile
0,0005 0,0763 0,2111 0,488 45 0,9401 1,5104 5,925 6

Aurisque 10 %, peut-on considérer que le choix d'un site européen, nord-
américain ou asiatique se fait de maniere équiprobable ?

Exercice 4 5 points
Commun a tous les candidats

Le but de I'exercice est de donner un encadrement du nombre I défini par :

1x2€x
sz dx.
o 1+x

X

Soit f la fonction définie sur [0; 1] par f(x) = T+
X

1. Etudier les variations de fsur(0;1].

& k
2. On pose, pour tout entier naturel S,, = Z (g)
k=0
a. Justifier que pour tout entier k compris entre 0 et 4, ona:

k+1

1 _(k 5 ef 1 (k+1
-fl=]< dx< =
5f(5) [g * sf(

1+x 5

Interpréter graphiquement a I'aide de rectangles les inégalités précédentes.
X

1
dx < = (S5—1).
o XS5

c. Donner des valeurs approchées a 10™* prés de S; et de S5 respective-

1 1
b. En déduire que : 554 < f
0

ment.
1 e*
En déduire I'encadrement : 1,091 < [ dx <1,164.
0 X
) ) 1 x*
3. a. Démontrer que pour toutréel xde [0; 1],ona: —— =1-x+ ——.
1+x 1+x

lex

b. Justifier I'égalité f

1
dxzf 1-x)e*dx+1.
o 1+x 0

1
c. Calculer f (1-x)e“dx.
0

1 ,2,X

d. En déduire un encadrement de I = f dx d’amplitude strictement

o 1+x
inférieure 2 1071,
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«» Baccalauréat S Nouvelle-Calédonie e
15 novembre 2010

EXERCICE 1 7 points
Commun a tous les candidats

PARTIE A : restitution organisée de connaissances

On suppose connus les résultats suivants :
Soient u et v deux fonctions continues sur un intervalle [a ; b] avec a< b

* sipourtoutxe€[a; b] u(x)>0alors f u(x)dx >0
a
b

b b
* f[u(x)+v(x)]dx=f u(x)dx+f v(x)dx
a

a a
b

b
* f au(x)dx = af u(x) dx ot a est un nombre réel.
a a

Démontrer que si f et g sont deux fonctions continues sur un intervalle [a ; b] avec
a<betsipourtout xde [a; b], f(x) < g(x) alors:

b b
f f)dx < f g(x)dx.
a a

PARTIEB:

Soit ¢ la fonction définie sur I'intervalle [1; +oo[ par

px)=1+ % -2x%Inx.
1. a. Etudier le sens de variation de la fonction ¢ sur I'intervalle [1 ; +ool.

b. Calculer ¢(e). Démontrer que I'équation ¢(x) = 0 admet une unique so-
lution a sur 'intervalle [1; e]. Déterminer un encadrement de a d’am-
plitude 1071,

c. Déterminer le signe de ¢(x) suivant les valeurs de x.

2. Soit f la fonction définie sur 'intervalle [1; +oo[ par

Inx
f(X) = m

On note [’ la fonction dérivée de f.
X
a. Calculer f’(x) et montrer que pour tout x > lona: f'(x) = L)z
x(1+x?)
b. Déduire de la question 1. le sens de variation de la fonction f sur I'inter-
valle [1; +ool.

c. Démontrer que pour tout x appartenant a l'intervalle [1; +oco[ona:

Inx
0<fn)< ?

d. En déduire xliIP f(x).

< € 2
3. a. Alaide d'une intégration par parties, montrer que f — dx=1--.
1 X e
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b.

On note € la courbe représentative de la fonction f, dans un repére or-

—

thonormé (O, 7, J ) d’'unité graphique 1 cm.

Soit «f I'aire exprimée en cm? du domaine compris entre la courbe €,
I'axe des abscisses et les droites d’équation x =1 et x =e.

Déterminer un encadrement de «f.

EXERCICE 2 5 points
Candidats n’ayant pas choisi '’enseignement de spécialité

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct (O, u, v ) d’unité gra-

phique 2 cm.
On considere les points A, B et C d’affixes respectives

b.

zp = —2i, ZB=—\/§+i et Zc=\/§+i.

. Ecrire z,, zg et z¢ sous forme exponentielle.

En déduire le centre et le rayon du cercle I" passant par les points A, B et
C.

. Faire une figure et placer le point A, tracer le cercle I' puis placer les
points B et C.
., . ZB — ZA 1. e .
. Ecrire le quotient sous forme algébrique puis sous forme expo-
2C —2A

nentielle.

En déduire la nature du triangle ABC .

12
3. Onnote r la rotation de centre A et d’angle mesurant 3 radians.

a.
b.

Montrer que le point O’, image de O par r, a pour affixe —v/3 —1i.

Démontrer que les points C et O’ sont diamétralement opposés sur le
cercleT.

. Tracer I'image I'" du cercle T par la rotation r.

d. Justifier que les cercles I et I’ se coupent en A et B.

4. a. Déterminer 'ensemble (E) des points M d’affixe z tels que
2l =]z + V3 +i.
b. Montrer que les points A et B appartiennent a (E).
EXERCICE 2 5 points

Candidats ayant choisi 'enseignement de spécialité

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormé direct (O, u, v )
On considére la similitude indirecte f d’écriture complexe

2= (1+i\/§)2

ol z désigne le conjugué de z.
Soient les points A et B d’affixes respectives zy = V6 +iv2 et zg = —v2 +iV6.
On note A’ et B les images respectives des points A et B par f.

Une figure fournie en ANNEXE du sujet, sera complétée et rendue avec la copie.
Les différentes constructions seront faites a la regle et au compas, et les traits de
construction devront apparaitre clairement.
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Ecrire les affixes des points A et B sous forme exponentielle.
Montrer que le triangle OAB est rectangle isocele direct.

En déduire la nature du triangle OA'B’.

& o g9

Montrer que I'affixe z, de A’ vérifie I'égalité : z, = 2z5.
En déduire la construction de A’ et B'.

b2
2. On note r la rotation de centre O et d’angle de mesure 3 et s la symétrie
orthogonale d’axe (O ;U ) Onpose g=ros.
Déterminer 'écriture complexe de la transformation g.

Montrer que les points 0 et A sont invariants par g.

En déduire la nature de la transformation g.

B o TP

. Montrer que I'on peut écrire f = hog, ol h est une homothétie de centre
et de rapport a déterminer.

b. Sur la figure placée en ANNEXE, un point C est placé. Faire la construc-
tion de I'image C’ de C par la transformation f.

EXERCICE 3 4 points
Commun a tous les candidats

Une urne contient cinq boules indiscernables au toucher : deux vertes et trois rouges.

Les questions 1. et 2. sont indépendantes

1. On extrait simultanément et au hasard deux boules de 'urne.
On note X la variable aléatoire égale au nombre de boules vertes figurant dans
le tirage.
a. Vérifier que P(X = 0) = % puis déterminer la loi de probabilité de la
variable aléatoire X.
b. Calculer I'espérance mathématique de la variable aléatoire X.

c. Calculer la probabilité de I'évenement suivant :
A : «les deux boules tirées sont de méme couleur ».

2. On effectue deux tirages successifs d'une boule en respectant la régle sui-
vante :
sila boule tirée est rouge, on la remet dans l'urne; si elle est verte, on ne la remet
pas.

a. En utilisant un arbre pondéré, calculer la probabilité des évéenements
suivants :

B : «seule la premiere boule tirée est verte »,

C : «une seule des deux boules tirées est verte ».

b. Sachant que I'on a tiré exactement une boule verte, quelle est la proba-
bilité que cette boule verte soit la premiére tirée ?

EXERCICE 4 4 points
Commun a tous les candidats

—)—)—»)

Lespace est muni d'un repere orthonormé (O, 1,7,k

Lobjectif de cet exercice est de déterminer la position relative d’objets de I'espace

22 est le plan passant par A(3; 1; 2) et de vecteur normal ;(1 ;=45 1);
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2 est la droite passant par B(1; 4; 2) de vecteur directeur ;(1 ;15 3).

& estlasphére de centre Q(1; 9; 0) passant par A.

1. Intersection du plan £ et de la droite 2.
a. Démontrer que le plan &2 a pour équation cartésienne: x—4y+z—1=0.
b. Montrer que la droite & est strictement parallele au plan 2.

2. Intersection du plan & et de la sphere ..
a. Calculer la distance d du point Q au plan £2.

b. Calculer le rayon de la sphére .. En déduire I'intersection du plan &2 et
de la sphére ..

3. Intersection de la droite 2 et de la sphere ..
a. Déterminer une représentation paramétrique de la droite 2.
b. Déterminer une équation cartésienne de la sphére .%.

c. En déduire que la droite 2 coupe la sphere . en deux points M et N
distincts dont on ne cherchera pas a déterminer les coordonnées.
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ANNEXE

EXERCICE 2
Candidats ayant choisi I'enseignement de spécialité

A rendre avecla copie
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